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METHODUS 

JNVENIENDI CURVAS 

MAXIMI MINIMJVE PROPRIETATE 
GAUDENTES. 

. - 

CAPUTPRIMUM. 

Pe Methodo niaximorum <jr minimorum ad lineas cttrvat 
invcmendts app/icata in generf. 

Difinitio I. 

ETHODUS maximerum & mim- 
morum ud Itneas curv.u applicata , 
eft mcthodus invcnicndi lincas 
curvas , qua: maximi minimivc 
proprietatc quapiam propofita 
gaudcant. 

CoRoLLARIUM I. 

2. Repcriuntur igitur pcr hanc 
methodum linear curva' , in quibus propofita quarpiam quantitas 
maximum vel minimum obtineat valorem. 

£ukr De Max.& Mi». A Co- 




2 D B M ET TTO D O M A X. ET M 1 N. 

CoROLL. II. 

: 3. Cum autem eadem eurva infiniris modis fui fimilis effici 
qucat , Problema , nifi quardam reftridio adhibeatur , maximc 
elTet indctcrminatum , atquc adeo nullum. Quacunque enim 
curva prabeatur maximi minimive proprictatc pradita , femper 
alia , illi quidcm vcl fimilis vcl diffimilis , exhibcri poflet , qux 
illam proprictatcm , vel majorcm, vel minorem, in fe continerct. 

C O R O L L. III. 

4. Quoniam igitur adxquata curvarum cognitio poftulat , ut 
ca: adaxcm aliquem pofuionc datum, ejufqtieportiones quafcun- 
que qux abfciifc vocantur , referantur : prima eaque prarcipua 
rcftriciio ex quantitatc abfciffce pctenda crir. 

COROLL- IV. 

5. Problcmata crgo ad mcthodum hanc pcrtincntia rta pro- 
poni debent, utquarrantur linca? curva: ad axcm pofitionc da- 
tum relata? , quar inter omnes alias curvas eidcm abfcuTae refpon- 
dcntes maximi minimivc proprictatc fint prardita?. 

S C H O L I 0 K 

6. Ha?c itaquc Methodus maximorum & minimorum maxi- 
mc difcrepatab illa, quam alibi expofuimus. Ibi enim, pro data 
ac dcterminata linca curva, locum detcrminavimus , ubi propofita 
quardam quantitas variabilis ad curvam pcrtinens fiat maxima 
vcl minima. Hic autem ipfa linca curva quaritur, in quaquan- 
titas quardam propofita fiat maxima vel minima. Mcthodus hxc 
jam fuperiori Seculo, mox poft inventam Analyfin infinitorum, 
cxcoli coepit a Ccleb. Fiatribus Bernoi/LLIIs, atquc ex 
co tcmpore maxima ccpit incrementa. Primum quidem Proble- 
ma , quod ex hoc genere eft tra&atum , ad Mechanicam rcf- 
picicbat, eoquc quarcbatur linca curva fupcr qua grave dcf- 
cendcns ciriflime delabatur ; cui Curv<e brdcbjflochrotM fcu hmcx 
cctcrrimi dejicnfiu nomcn erat impofitum. In hoc Problcmate 



AD CURVAS INVENIENDAS APPLICATA. 3 

jam manifeftum cft , id , finc adjunCra conditione , ncquidem 
nomen quarftionis retinerc poflc : perfpicuumenim eft, quobrc- 
vior magifquc ad fitum vcrticalcm acccdens linea capiatur , eo 
fore tcmpus defccnfus fuper ea brevius. Quamobrem non ab- 
loiute quari poteft linea , fuper qua grave defcendens cclerrime 
fcu breviffimo temporc dclabatur; fcd abicifiar quantitas., cui 
curva invcnienda refpondcat , fimul debuit dcfTniri ; ita ut, 
intcr omnes curvas cidem abfciflaf in axc pofitionc dato 
fumtar refpondentcs , quxrcrctur ca fuper qua corpus gravc ci- 
tiffime delaberetur. Ncque vero in hoc Problematc ifta condi- 
tio furficiebat ad id determinatum efficicndum : fed infupcr if- 
tam conditionem adjicerc oportuit , ut curva invcnicnda pcr 
data duo pun&a tranfcat ; atque iftud Problema his conditioni- 
bus adftringi debuit, ut fieret detcrminatum , inter omnes, fci- 
licet , lineas curvas pcr data duo pun&a tranfeuntes eam detcr- 
minare fuper qua corpus defcendcns arcum datar abfcifla? ret 
pondentem brcviffimo temporc abfolvat. Intcrim tamen hic 
notandum eft , conditionem tranfitus per duo pundra non eflc 
abfolute nccclfariam , fcd in hoc Problematc per ipfam folutio- 
nem efle illatam. In folutione enim hujus Problematis imme- 
diate pervcnitur ad arquationcm difFcrentialem fecundi gradus, 
qua? bis integrata duas recipit conftantes arbitrarias , ad quas 
determinandas duobus opus eft pinctis per quar curva traduca- 
tur , vel aliis fimilibus proprictatibus : atque harc eadem con- 
ditio , quafi fua fponte , ad omnia iftiufmodi Problcmata ac- 
cedit , quarum folutio immediate ad a^quationcm dirTerentialcm 
fecundi gradus deducit. In Problematibus autem quar refolvun- 
tur per «quationem differentialem quarti vel altioris ordinis , 
nequidem duo puncla ad curvam determinandam fufficiunt , fed 
tot opus cft pun&is, quot gradus differentialia obtinenr. Con- 
tra vero, fi foiutio ftatim ad arauationem algebraicam perducat 
tum finc hujufmodi conditione Problema perfcde crit determi! 
natum ; dummodo abfciflx longitudo definiatur. Vcrum harc 
omnia ciarius pcrfpicientur , quando infra ad folutiones Problc- 
matum peryeniemus : ibique has notationcs fufius explicabimus. 
Hic enim in principio ifta tantum commemorare vifum eft, ut 

A * perverfas 




4 X>£ METHODO MAX. ET M I N. 

pervcrfas idcas circa detcrminationem hujufmodi Problcmatum 
tollamus. 

Definitio II. 

7. Mcthodtu mdximorttm dt minimorum abfo/uta , docct inter 
omncs omnino curvas , ad eandcm abfciilam rclatas , dctcrmi- 
nare cam , in qua propofita quardam quantitas variabilis maxi- 
mum minimumvc obtincat valorcm 

CoROLLARIUM. 

8. In Probkmatibus igitur ad hanc mctliodum pcrtinentibus, 
datur axis politionc ; atquc , inter omncs curvas qux ad hunc 
axcm cjufquc dctcrminatam portioncm rcfcrri polfunt, dctermi- 
natur ca in qua quantitas quadam variabilis fic maxima vel 
roinima- 

S C H 0 L I 0 N. 

p. Aliam conditionem ad maximi minrmive detcrminationem , 
pra:tcr abfcilfa? quantitatcm , hic in gcnere non adjicimus. Dan- 
tur enim Problemata , quae hoc modo perfectc dcterminantur ; 
quemadmodum intra diftin&ins patcbit. Etli enim ctiam ejuf- 
modi Problemata occurrunt, ad quar dctcrminanda infupcr duo 
pluravc puncta prarfcribi polfunt , pcr quas qua-fira curva tran- 
fcat ; tamen hoc demum cx ipfa cnjufcunque Problcmatis folu- 
tione perfpicietur. Namque li ad ejufmodi arquationem pro 
curva qua iita pcrvcniatur , in qua per integrationcm novar quan- 
titates conftantes fint ingreifr , quar in ipfa quafftionc non ine- 
rant ; tum folutio cenfenda erir ambigua , atque vaga ; co quod 
rnnumerabiles lineas curvas , quae ex determinatione illarum 
quantitatum conftantium & arbitrariarum oriri polfunt , in fe 
complc&itur. His igitur in cafibus erit concludendum , Pro- 
blema ex fua natura non penitus clTc dctcrminatum : fcd ad cjus 
plenam dcterminationcm , prartcr abfcilfae quantitatcm , tot no- 
vas conditioncs adjungi oportcrc , quibus illx arbitraria? conftan- 
tcs ad detcrminatos valorcs revocentur. Pro hujufmodi autem 
conditionibus commodiuime aiTumuntur puncta , pcr qua? curvae 

quarfitse 
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AD CtfRVAS INVENIENDAS APPLICAtA. f 

qutffitae fit tranfeundum ; totidcm vcro punfta , quot infunt in 
jequatione inventa quantitates arbitraria? , ipiain xquationem dc- 
tcrminatam reddent. Loco pun&orum autem , ad curvara qua> 
fitam perfccte determinandam , adhiberi etiam po/funt totidcm 
tangentes qua? curvam quaefitam tanganr, & , fi contaSus dc- 
bcat fieri in dato tangentis pun&o , ha*c conditio duobus pun- 
dtis a»quivalebit. Qnin ctiam in locum punc-torum , aliac qoa:- 
cunque conditioncs fubftitui poffunt ; dummodo ea? ita fint corri- 
parata? , ut per eas quantitatcs arbitraria: in aequationc inventa 
contentar detcrminentur. Neque vcro antc opus eft folutioncm 
ad finem pcrduccrc , quam ifta dijudicatio fufcipiatur ; fedinfra 
tradentur certa criteria, quorum ope, ftatim, ex illa quantitate 
variabili qua; maximam minimumve efte debet , dignofci pote- 
rit qua: nova: conftantes in acquationera pro curva ingrediantur , 
qua? m quarftione non continebantur. Oriuntur autem ifta» 
conftantes arbitraria? cx gradu dirfcrentialium , ad qucm arquatio 
pro curva quaflita exfurgit ; quoti errim gradus prodit a?quatio 
dirTerenrialis pro curva quarfita , tot quantitatcs arbitraria; in 
illa cenfenda? funt poteftatc ineffc ; hincque totidcm conditioni- 
tus opus erit ad ctirvam cfeterminandam. Idem vero etiam ufu 
vcnit in fblutione omnium Problcmatum , quando arquatio di£ 
fercntialis vel primi vel altioris gradus invenkur ; ita ut hinc irc 
praefcnti inftituto nulla peculiaris dirficultas inefTc ccnfcnda fit, 

Definitio III. 

10. Methodus maximorum ac mmtmorum relativ* docct, non 
Intcr omncs omnino curvas cidcm abfciux rcfpondentes , fed 
Inter eas tantum qua: prxfcripram quandam proprietatem com- 
munem habeant , cam detcrminarc quar maximi minimive pro- 
prictatc gaudcat. 

C O R O I L l 

_ ■ 

11. Ad hujufmodi igitur Problcmata folvenda , primum, ex 
omnibus oranino cutvis cidcm abfcuTa: refpondentibus ear furrt 

A 3 fcgre- 



6 pE METHODO M A X. ET M 1 N. 

fcgrcganda; , in quas eadcm pra?fcripta proprictas competat ; at- 
que tum deraum cx his icgregatis ea quae quaeritur debcbit dc- 
finiri. 

C o R o L L. II. 

ii. Quanquam autem tali conditione numcrus curvarum om- 
nium ad candcm abfciflam relatarum vehementer rcftringitur ; 
tamen is etiamnum manebit infinitus. Qiiin etiam , fi non una , 
fed plures -proprietates pnrfcribantur , quibus omnes curvae cx 
quibus quaefita eft detcrminanda debeant eflc pra:ditae ; tamen 
ufque numcrus curvarum mancbit infinitus. 

C O R O L L. III. 

13. Quo plures itaque proponuntur proprictates 1 quar us 
curvis cx quibus quxiitam dcfiniri oportet communes cflc 
debeant ; eo magis numerus curvarum inter quas elcctio qua:- 
fitae eft inftituenda reftringctur , ctiamfi mancat infinitus. 

S C H 0 L I 0 N I. 

14. Ex hoc genere, in quo Mcthodum maximorum & mi- 
nimorum relativam conftituimus , initio hujus Scculi , primum a 
Jjcobo Bernoullio in mcdium prolatum eft famofum illud 
t*robtcmd IJopcrimetricum ; in quo quaerebatur curva maximi mi- 
nimive proprietate prardita , non intcr omnes curvas ad candcra 
abfciflam relatas , fcd inter eas tantura qua? cjufdcm eflcnt lon- 
gitudinis ; ex quo iftae curvae , ex quibus quarfitam erui opor- 
tebat , ifopcrimetr* funt appeliatae. Ita fi , inter omnes curvas 
cidem abfciflar refpondentes & longitudine arquales , quiratur 
ca quar cum abfcifla & applicata maximum fpatium includat; re- 
peritur quaefito linea circularis fatisfacere : quod quidcm jara 
diu ante inventam hanc methodum Geometris innotuerat , ac 
demonftratum erat. At , hoc cafu iterum , cx ipfa Problema- 
tum natura , novae conditiones accedunt ; uti in iis , quar ad 
Mcthodum maximorum ac rninimorum abfolutam pertinent ; 

qu« 
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quae cx conftantibus arbitrariis, quas folutio inducit , funt aefti- 
manda?. Ita in folutione Problematis , quo curva quarritur quae 
intcr omnes cjufdcm longitudinis maximam comprchcndat arcam 
cum abfcifla , duac conftantcs nov\c ingrcdiuntur ; cx quo , ad 
Problema dcterminatum efficicndum, id ita eft proponendum, ut 
intcr omncs curvas cjufdem Iongitudinis, quae non folum eidcm 
abfciflae refpondcant , fcd ctiam pcr data duo puncta tranfcant , 
quaeratur ea quae ad datam abfcilfam maximam arcam rcfcrat. 
Atquc fimili modo evcnirc poteft, ut quatuor puncta, Sc plura 
etiam interdum , pro arbitrio afliimi dcbcant , quo Problema fiat 
dcrerminatum : cujus rci dijudicatio cx ipfa Problematum natura 
eft pctcnda. Qucmadmodum autcm, in Problemate ifopcrime- 
trico , omnes curvae ex quibus quarfiram dcterminari oportet 
cjufdem longitudinis ponuntur ; ita loco hujus proprietatis alia 
quaxunque proponi poteft , quae omnibus communis efle dcbcat. 
Sic jam quarfita? funt curvae maximi minimive proprictatc prae- 
ditx, inter omncs eas curvas ad eandem abfciflam relatas tantum, 
qua* circa eam abfciflam converfae omncs aequales fuperficies ge- 
nercnt ; atque fimili modo aliae quaecunque proprietatcs proponi 
poflunt. Dcinde etiam , non una , fed plures hujufmodi pro- 
prierates praefcribi poflunt , qua? omnibus curvis inter quas ea 
quae maximum minimumve aliquod contineat definicnda fit com- 
muncs efle debcant. Ita fi quiererctur curva maximi vcl mini- 
mi proprietate quapiam prardita, inter omnes curvas cidcm ab- 
fciflae refpondentes , qua: tam eflent omnes inter fc longitudinc 
aequales , quam etiam areas arqualcs condudcrent. 

S C H 0 L I 0 N II. 

i j. Propter hoc difcrimen inter Mcthodum maximorum & 
minimorum abfolutam ac reiativam, tractatio noftra crit bipartita* 
Primum fcilicet methodum trademus, inter omnes omnino curvas 
cidcm abfciflae refpondcntes , eam determinandi quae maximi 
irinimive proprietate fit praedita. Dcinde vero progrcdicmur 
ad ejufmodi Problemata, in quibus curva maximi minimivc pro- 

prietate 
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* T>E METHODO M A X. £T M 1 N. 

pnctate gaudens poftulatur, inter omncs curvas qua? unam p!u- 
rcfve propofitas proprictates communcs habcant ; atque cx nu- 
mero harum proprietatum tftius tractationis dcnuo fubdivilio 
orietur. Interim tamen non opus erir in hac fubdivifione lon- 
gius progredi; cum mox reperiatur mcthodus , quotcunque etiam 
propofita? fuerint proprietatcs , Problemata facile refolvendi. So- 
lutiones enim Problcmatum prima frontc maxime intricatorum 
prarter opinionem ficnt perquam expeditar , ac levi calculo ab- 
lolvendar, 

HYPOTHESIS l 

\6. In Ktc traclatione abfcifam, ad ejuam cmnes eurvas refertr 
muf , perpetuo tittcra x , applicatam vcro littera y defignabimus. 
Tum vero.fumptis elementu abfcifa aqualtbus ,femper ertt dy=pdx; 
dp=qdx; dq=rdx; dr = sdx; &c. 

C O R Q L L. I. 

17. His igitur fubftitutionibus omnia diflferentialia ipfius y cu- 
jufcunquc gradus ex exprcffionibus tollentur , atque prartcr dif- 
ferentiale dx nulla alia diffcrcntialia relinqucntur. Qiianquam 
autcm hoc modo omnia differentialia , practcr </x, fpccie tan- 
tum , non revera tolluntur ; tamcn ha? fubftitutioncs ingcns not- 
bis in praefcnti inftituto afferent fubfidium. 

.. C O R O L L. II. 

• \ . • ' 

18. Quin etiam hujufmqdi fubftitutionibus differcntialis 
conftantis alfumtio penitus de calculo tollitur : quodcunque 
eninV diffcrentiale aliud conftans aflumatur, poft iftas fubftitutio- 
nes pcrpctuo cadem formula emcrgere dcbet. Interim tamen , 
ob mcthodum infra adhibendam, necefTc crit duTcrentiale dx 
tanquam conftans aflumere. 
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AD CUEVAS lKfENlENDAS APPLICATA. • 

C o R o l L. III; 

19. Ut autera facilius apparcat , quomodo pcr has fubftiru- 
tioncs difterentialia cujufque gradus ipfiusji evanefcanti juvabk 
iequentcra Tabcllam adjecufc 

J,— pdx 

ddy=dpdx = qdx x 
d*y = dqdx l = rdx l 
d*y = drdx* = sdx* 
Sy^zdsdx+^ztdx* 
&C -&C &C 

CoROLL. IV. 

ao. Quod fi etiam arcus curvae abfciflSf x refpondcns , cum 
fuis dinerentialibus cujufcunquc gradus occurrat ; ca omnia per 
iftas litteras ita exprimi poterunt , utnulia alia dinerentialia prec- 
ter dx adiint. Pofito enim arcu == *» erk- 

dd "~M+pt) 

d* prdx* qqJx* 

* VO+PP) ^U+ttV* 
&c 

• •■■•■•»'-, 
C O R 0 L L. V. 

* * 

ai. Simili modo, ex his radius ofculi fcu curvedinis curvx, 
In quovis loco , per quantitatcs fpecic faltem fTniras potcrit cx- 
primi. Cum cnim, pofito elemento dx conftante, -fit longitu- 

do radii ofculi = =4£ i fiet ea = — »* 

dxddj q 
EULEK B C 0. 
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C O R 0 L L. V L 

ai. Porro ex iifdera fubftitutionibu* crit, ut fcquitur. 
Subtangens = = -* 
Subnormalis =^j~ =/| 
Tangens 

Normalis =^ = » ^ ( i +// ) 

Atque , pari modo , omnes quantitates finita? ad curvam perti- 
nentes, nifi in&gralia involvant, per hujufinodi quantitatcs fi- 
nitas ita exprimi potcrunt, ut nulla difierentialia amplius inef- 
fc videantur. 

Definitio IV. 

^.Mtximimimmkx TormuU, pro quovis Problemate , no- 
bis erit ea quamitas, qu* in curva quaefita maximum mini- 
mumve valorem obtinerc dcbet. 

CoRolL L 

14. Quoniam in omnibus Problcmatibus ad quas ha?c Mct h o- 
dus cft accommodata , curva quaeritur qusc , vei inter ornncs , vel 
tantura inter innumeras curvas certo modo dcterminatas , ma- 
ximi minhnive proprietate gaudeat ; hxc ipfa proprietas , quae 
in curva quxfita maxima vcl minima efie debet , erit quantiras > 
caque exprimetur Foimula, quammaximi minimive Formulamhk. 
appciiamus. 
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C O R O L L. II. 

2 y. Cum autem maxim i mi n imi ve proprietas i ta proponi de« 
bcat , ut ad datam ac detcrminatam abfcifTam rcfcratur ; For- 
mula maximi minimivc quoque ad illam definitam abfciflam dc- 
bet rcfcrri. 

C 0 R O L L. III. 

I . 

16. Erit igitur maximi minimive Formula, quantitas variabi- 
lis a longirudinc abfcuTx cujufcunque cui refpondct pendens. At- 
quc in quovis Problemate quarretur curva, pro qua, ad defi- 
nitam abfc iflam , illa maximi miniinivc Formula maximum inini- 
mumvc obtineat valorem. 

■ 

CoROLL. IV. 

t-j. Ncque vcro maximi minimive Formu.a a fola abfcifla 
pendere poteft : hoc cnim fi eflet, proomnibus curviseidcm abfcik 
fa? rcfpondcntibus eundem obtineret valorem , atque idcirco 
omnes xqualiter iatisfaccrent. 

CoROLL V. 

28. Hanc ob rcm quoque maximt minimive Formula , pratter 
abfciifam omnibus curvis quar in confiderationem veniunt com- 
munem , a qualibet curva peculiariter dcbet pendcre ; ita ut una 
fit \ pro qua maximum minimumve valorem induerc qucat. 

S C H O L I 0 M I. 

19. Quoharc omnia clarius intclligantur , atque ftatus Quref- 
tionum in fequenti pertraclandarum melius comprchcndatur \ 
ponamus , vel inter omnes omnino curvas , vel tantum intcr in- 
numerabiles cerram quamdam proprietatem communcm habentes, 
quae eidcm abfdflae AZ rcfpondcant, eam detcrminari dcberc, • 

B 2 pro 
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Ftg.u pro qua vaIor~ fbrmula? W fit maximus vcl minimus. Ponamus 
huic Quieftioni (atisfacere curvara a m z , ita ut , quxcunqne a!'a 
curva ad abfciflam definitam A Z referatur , valor formula? W 
vel fiat minor nuam pro hac curva, vel major : prout in curva 
(atisfacicnte , W vcl maximum cfle dcbet vel minimum. In 
hac igitur quxftione latiffime patenre , habemus primo abfuflam 
dcterminatae longirudinis A Z : deinde curva eft quarrenda , 
vcl inter omncs ommino curvas ad eandcra hanc abfciflam re- 
latas , vel tantum inter innumerabilcs quibus una plurefvc pro- 
prietates fint coramuncs , prout qua-ftjo ad methodum maxi- 
morum & minimorum vel abfolutam vcl relativam cft accommo- 
data : tertid habemus eam quantitatem W, cujus valor in 
curva quarfita amz raaximus efle dcbet vcl minimus; critque 
igitur quantitas W maximi minimivc formula , ficur ea cft defi- 
nira. Nunc igitur ftatim apparet hanc formulam W\vi cffede- 
bcre comparatam , ut ad omnes curvas qusr quidem concipt 
poflimt accommodari qucat. Primo fcilicct a quantitate abf- 
cifla? dcfinita? AZ dcbebit pcnderc; ita ut ea mutctur, valore 
ipfius A Z mutato. Deinde etiam a natura cujufvis curvae 
qua? quidem concipi potcft peculiari modo debet pcndere s nifi 
enim ira eflet comparata , pro omnibus curvis eundem valorem 
fortiretur , quxftioque fbret nulla. Quamobrem quantitas W , 
prastcr abfcilfam , in fe quoque comple&i debebit quantitatcs ad 
curvara ipfam pertinentes. Cum igitur omnis curva deiermire- 
tur pcr rclationcm inter abfiriflam & appiicatam , quantitas W 
dcbct efle conflataex abfcifla & applicata,& quantitatibus inde 
pendcntibus. Hoceft, fi abfciila indcfinita ponatur = x,&ap- 
plicata refpondens indcfinita =j; quantitas W cfle debct func- 
tio binarum variabilium x &j, Quod cum ira fit, ficurva quac- 
cunquc dctcrminata concipiatur, atque cx ejus natura relatio. 
intcr j dc x in formula W fubftituatur , ea dcfinitum impetrabit 
valoiem ad datam illam curvam atque ejusdefinitam abfciflam 
pertinenrem. Qjioniam jam , pro aliis atque aliis curvis, fof- 
mula W diverfos valores induit , etiamfi in omnibus abfcifla 
«adcaa. capiatur > manUeftum eft inter innumcrabiles illas curvas. 

unanii 
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nnam efle debcre in qua valor formula? W maximus fiat vel 
mmimus; atque ad hanc curvam pro data quacunque determi- 
nata quarftionc inveniendam , Mcthodus tradetida cft compara- 

CoROLL Vf. 

30. Erit igiturmaximi minimive formula W y fun&io qua?dam 
binarum variabiliym x & y : quarum altera x abfciflam , altera y 
applicatam denotat. In W ineflc igitur poterunt , non folum 
ipfjc variabilcs x $cy> fed ctiam omnes quantitatcs ab iis pcn- 
dcntes, cujufmodi fnnt y, r, /, &c. quarum fignificationes 
fiipra tradidimus. Quinetiam foimular intcgralcs ex his orta; 
quxcunque in| W?" ir.efle poflunt : imo etiam debcntj fiquidem 
quaftio debeat efle dcterminata , uti mox oftendcmus. 

C O R O L L. VII. 

3 1 . Fropofita igitur ejufmodi formula W, feu fun&ione' ip- 
ferumx&^,ii quarftioad mcthodum m3ximorum & minimorura 1 
abfolutam pertineat, ejulmodi aquario inter* &y defiderarur, 
ut, fi in W valer ipfiasjr pcr x derermiratus fubftituatur, at» 
que ipfi x valor definitus tribi atur; major prodeat quantitas 
pro W, vel minor , quam fi ulla alia aquatio inttr *& y aHum- 
ta niilfet. 

' C O R O L E. VIIL 

ji. Hocergopado,qua?ftiones ad doclrinam Hnearum curva^ 
cum pertinentcs ad Analyfin puram revocari roflunt. Atquevi- 
ciflim, fihujus gcncris quaftio in Analyli pu»a fit propofita, ta 
ad doarinam dc lineis curvis poterit rcfcrri ac rdolvL 

SCH0L10N II. 

s _ 

j3, Qhanquam hujus gcneris quaeflioncs ad puram Analyfin 
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reduci poflunt , tamen cxpcdit cas cum doftrina linearum curva- 
rum conjungcre. Qiiod fi enim animum a lineis curvis abdu-» 
cere, atque ad folas quantitates abfolutas firmare vclimusi quaef- 
tiones primum ipfa? admodum fierent abftrufa» & inelegantes , 
ufufquc earum ac dignitas minus confpiceretur : Deinde ctiam 
methodus rcfolvcndi hujufmodi quarftioncs , fi in folis quantitati- 
bus abftra&is proponeretur , nimium foret abftrufa & inolcfta * 
cum tamen eadem , pcr infpectionem figumrum & quantitatum rc- 
prafcntationcm linearem, mirifice adjuvctur atque intellectu fa- 
cilis reddatur. Hanc ob caufam , ctfi hujus generis quaftio- 
nes , cum ad quantitates abftra:':as , tum concretas applicari pof- 
funt , tamen cas ad lineas curvas commodiflime traduccmus & re- 
folvemus. Scilicct quoties arquatio ejufmodi inter x cV y quae- 
ritur , ut fbrmula quardam propolita & compofita ex x & j, (i 
ex illa xquationc qua-fita valor ipfius j fubrogetur, &ipli x de- 
tcrminarus valor tribuatur, maxima fiat vel minima: tum fem- 
per quarftioncm transfcremus ad inventionem Iinear curvar , cu- 
jus abfcifla (itx, & applicataj, pro qua illa formula W fiat 
maxima vci minima, fi ablcifla x datx magnitudinis capiatur. 
His igitur notatis , natura hujufmodi quasftionum fatis luculen^ 
tcr pcrfpicitur: niit fbrte cuiquam adhuc dubium creat ambigua 
locucio dc maximo & minimo fimul. Verum nc hic quidem 
ulla adcft ambiguitas; nam etfi methodua ipfa aeque monftrat ma- 
xima & minima, tamcn in quovis cafu facile erit difcernere > u- 
rrum folutio prarbcat maximum an minimum. Saepc numcro au- 
tem evenire poteft, ut in data quarftione tam maximum quam 
minimum locum obtincat , atque his cafibus folutio erit duplex, 
altcra monftrante maximum , altera minimum. Plerumque au- 
tem alterutrum , fcilicet vcl maximum vel minimum folet eflc 
impofllbile ; quod evenit, fi maximi mimmive formula in infini- 
tum vel crcfcere vel dccrefcere poteft { his enim cafibus , vel 
non dabitur maximum , vel non minimum, Ufii venire etiam 
poteft, ut formula propofita W in infinitum tam crefcere quam 
dccrefcere queat, atquc hiscalibus nulla prorfus folutio Iocum 

habe- 
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habebit. Hacc autem difcrimina cunfta ipfe calculus poft folu- 
tioncm perpetuo monftrabit. 

Propositio L Theorema. 

34. Ut permdximi minimivt fcrmuUm W, curvd dtterminettir 
a m z , f ud frd tmnibus rtbquis fdtisfdcidt , fermuU W debet efft 
qudntitds integrtlts indefinitd , qud , mfi ddtd djfumntur reUtio in- 
ter x rjr y, itttegrdri nequtdt. 

DEMONSTliATtO. 

Ponamus enim fbrmuhm IV integralia indefinita non invot- 
vcrc , crit ea funfiio quantitatuin x & y , indeque pendentium 
/ . q > t i s , Scc. vel algebraica , vel talis tranfcendens qua? fine 
affumta reiationc inter x & y exhiberi poffit ; quod evcnit , ft 
vel logarithmi harum quantitatum , vel arcus circularcs , vel 
alia: hujufmodi quantitates tranfcendentcs definita? ingrediantur, 
qux algebrakis arquivalentes funt ccnfenda?. Quod fi jam W 
ponatur fun&io talis ipfarum x 8c y tantum , manifeftum eft va- 
torem formulae W, quem pro data curva amz ad datam abf» 
cufam AZ relata obtinet, tantum ab ultima applicata Zz 
pendere > atquc pro omnibus curvis in Z eandem applicatam 
Z z habentibus fore cundcm ; atque adeo tali formuia IV indo- 
ks totius curvae non dererminabitur , fed tanrum pofitio extremi 
ejus pundi z ; fi fn W prarter x & ; etiam quantitas / infit , 
tum praner longitudinem applicatar Z z pofitio tangcntis curvar 
in z , feu pofitio ultimi elementi in z determinabitur. Sin au- 
tem infuper q ingrediatur , tum pofitio binorum elcmcntorum 
curvx contiguorum in z determinabitur, & ita porro. Ex qui- 
bus fequitur, fi fucrit Wrundio determinata ipfarum x, y, p, 
j, r,&c. tum per illam tantum curvar portionem infinite par- 
vam circa extremitatem z determinari : atquc pro omnibuscur- 
vr, in eandem extremitatem defincntibus eundcm valorcm iplius 
W elTe proditurum. Ut itaque per formulam W tota curva 
a m,z , quatcnus toti abfcifla? AZ reipondet , dehniatur , for- 

muiutn 
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mulam W ita oportet effe comparatam , ut ejus va!or ad detet»- 
minatam curvim a m z applicarus » a pofitione fingulorum elemen- 
Corum hujus curva: intra terminos a.& z fitorum pcndcat. Hoc 
autem cvenire non poteft , niti quantit.is W iit fbrmula intcgra- 
lis indefinita , quae generatim fine ailumta a?quatione intcc x 
& y integrationem non admittat. Q. E. D. 

C O R O L U I. 

3 y. Nifi igitur maximi miniraivc formula W fit quantitas in- 
tcgralis indcfinita , ncquidem linea curva in qua valor ipfius 
W dt maximus vel minimus determinabittir ; atque adco qu.r£ 
tio dc invenienda curva, in qua cflct IV maxiraum vel mini- 
muin crit nulla. 

C O R O L L. II. 

3*. Ut igitur curva affignari poffit, in qua valor ipfius W 
prae aliis fit maximus vel rainimus , formula W talem formam 
fzdx habere debet; atque quantitatem Z ita comparatam efle 
oportet ut diflcrentiale Zdx, niii arquatio ftatuatur intcr x & 
jr > integrari ncqucat. 

S C H 0 L I 0 N. 

37. Quoniam maximi minimive formula W debet efle inte- 
grale formulae diffcrentlalis indefinitar primi gradus ; hoc eft cujus 
integrale fiat quantitas finita; ea formula diffcrcntialis lcmpcr 
ad hujufmodi fbrmam Zdx poterit rcduci , ope litterarum /, f t 
t , &c. Et hanc ob rem in fequcntibus maximi minimive fotmu- 
la perpetuo pcr fZdx nobis indicabitur. Erit autcm Z runctio 
non folum quantitatum x & jr, fcd ctiam continebit littcras f » 
q y r, &c. Ita fi area AazZ dcbeat eiTc maxima vel mi- 
nima, formula W abibit \nfydx; &, fi fi jperficics folidi ro- 
tundi quod gcncratur rotationc curv.r a m z circa axem A Z 
dcbcat elfc maxima vcl minima, crit W~ fj dx v'( 1 -f-/^ ) j 

atque 
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Jltque ita porro quarcunque formula debeat in curva quarfita efle 
maxima vel minima, ca femper crit hujos formae fZdx, fcili- 
cet intcgrale quantitatis finitsc cuiufdam Z in diffcrentiale dx 
du&e. Dcbet autem Z ejufmodi effc quantitas, ut fi a?quatio 
ftatuatur inter x & y , integrale fZdx determinatum obtineat 
valorem : ex quo Z erit fun&io quantitatum * , y , & inde pen- 
dentium f>, q, r, &c. vel algebraica five determinata, velprar- 
terea ipfa in fc comple&ctur formulas intcgrales indeterminatas ; 
quod difcrimcn probe eft tcnendum. Ita fi maximi minimivc 
formula fVfuctkfydx, \c\fjdx \/( 1 4-//) » quantttas Zcrit 
algebraica, at fi fit lV=fjxdxfjdx , tum erit Z=jx/jdx , 
hoc eft ipfa quantiras Z erit indeterminata , cujus valor nifi re- 
Iatio inter x & j detur, exhiberi nequit. Quin etiam evenire 
potcft, ut valor ipfius 2 hujufmodi formula cvoluta exprimi 
ncqucat, fed tantum pcr a-quationcm dirfcrentialcm dcmum crui 
dcbcat, ut fi fuerit dZ=jdx + ZZdx; cx qua xquatione 
valor ipfius 2 per x & j nequidcm exhibcri potcft. Hinc igi- 
tur tria nafcuntur gcnera formularum fZdx y quarin curvisqux- 
fitis maxima vel minima fieri debent. Quorum primum eas com- 
plectirur formulas , in quibus 2 eft funCtio algebraica feu detcr- 
minata ipfarum x, y, & p, q , r , &c. Ad fecundum genusrefe- 
rimus eas formulas , in quibus quantitas Z ipfa infuper formu- 
las integrales involvit. In tcrtio autem genere contincntur eas 
formulac , in quibus valor ipfius Z pcr arquationem diffcrcntia- 
!cm cujus intcgratio non conftat dcterminatur. 

PROP O SITIO II. THEOREMA. 

38. Si fuerit am z curva , in qua valor formuU fZ d x fit ma- 
ximus vcl minimus, atquc Z fit funcTio algcbraica feu determina- 
ta ipfarum x, y, p, q , r, &c. tum ejufdem curva quacunque 
portio mn eadem gaudebit prarogativa , utproea ad fuam abfcifam 
MN rciata, va/or ipfius f Zdx fit pariter maximus vel mini- 
mus» 
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DEMONSTRA T I O. 

Valor formula? fZdx pro abfcilTa AZ eft aggrcgarum om- 
nium valorum ejufdcm formula? , qui fingulis ablcifla: A Z por- 
tionibus refpondcnt. Quod fi ergoabfcilla AZin partcr quot- 
cunque, quarum una fit MN, divifa concipiatur, atqnc ad 
' fingulas partcs hafcc valor formula? fZdx cxhibcatur; fumma 

omnium horum valorum prabcbit valorern formula? fZdx, 
qui toti abfcifTa? AZ convenit; & qui crit maximus vel mini- 
mus. Qiioniam autcm Z ponitur functio algcbraica ipfarum 
x, y, p, &c. valor formula* fZdx rcfpondens abfciflar portio- 
ni M N , a fola portionis curva? rcfpondentis m n indolc pende- 
bit , idcmque mancbit , utcunquc reliqux partes a m & n z va- 
ricntur ; fingularum cnim litrcrarum x, y,/>, q, cVc. valorcs pcr 
folam curvx portioncm mn dcterminantur. Si crgo formula? 
fZdx valorcs, qui conveniunt abfcifla? portionibus AM, MN, 
NZ, ponanturP, Q.& R, quantitatcs hx P, Q_. & R, a fc 
muruo non pendebunt. Quare cum earum aggrcgatum P-4-Q^ 
fit maximum vcl minimuin , ctiam unaquaquc maximi mi- 
nimive proprictate prardita fit ncccffc efh Hanc ob rem , fi in 
curva amz formula fZdx maximum minimumve habeat valo- 
rcm, & quantitas Z fit funclio algcbraica ipfarum x ) p, q, cVc. 
tum ctiam , pro qualibct illius curva; porrlone , eadcm formulav 
fZdx maxiini minimive proprietatc gaudcbir. Q^E. D. 

C O R O L L. I. 

3p. Quod fi ergo curva fuerit inventa am z, qua? pro abfcif- 
fa data AZ,habcat valorem formular/*Z^x maximum vcl mi- 
nimum , atquc Z lit funftio algcbraica feu determinata , tum 
etiam ejufdcm curva? qua?libet portio, rcfpe&u abfcifla? fuar rcf- 
pondentis, eadcm maximi minimive proprietate gaudcbit. 
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C O R O L L. II. 

40. In hujufmodi igitur Problematibus , ubi talc maximummi- 
nimumve quarritur , non opus eft quantitatem abfcifla? , cui ma- 
ximum minimumvc rcfpondeat, definire; fcd fi, pro una quacun- 
quc abfcilTa , formula / zdx fit maximum vel minimum , tum ea- 
dem pro quacunquc alia abfcifla cadcm proprietate gaudcbit. 

COROLL. III. 

41. Hujufmodi igitur Problemata refolvcntur, fi fingula? cur- 
vae quxfita? parttcula? ica dctermincntur , ut pro iis valor formu- 
la? fzdx fiat maximus vcl minimus. Tum enim fimul tota 
•curva , & quxcunque ejus portio , pariter eadem maximi minimi- 
ye proprictatc erit inftructa. 

S C H 0 L I 0 H. 

« 

42. Propricras ha?c, qua gaudent curva? in quibus iftius mo- 
<d\ formula? fzdx , ubi Zeft fun<ftio algcbraica feu determinara 
ipfa um x , y, p, f, &c. funt maximum vel.minimum, eftma- 
ximi momcnti ; ea enim inn: titur univerfa methodus hujus genc- 
ris Problcmata rcfolvendi. Idco autem potilfimum hanc Propo- 
fitioncm afferre vifum cft , ne ca proprietas , qua? his tantum 
formulis f Zdx y ubi z eft fWtio vcl algcbraica vel determina- 
ta , eft propria , omnium omnino fbrmularum qua* proponi pof- 
funt communis effe putetur : in fequcnte cnim Propofitione 
dcmonftrabimus, fi in z infint formula? integrales; tum eandem 
proprietatcm non amplius locum habcrc: cx quo fimul natura 
hujufmodi qua*ftionum clarius intclligctur. Hujus autem pra> 
fcntis Propofitionis dcmonftratio cx eo petita cft fundamento, 
quod valor .formula? fzdx, fiquidcm Z cft fun&io vcl algc- 
braica vel determinata ipfirum x, y, p, r, Scc. qui conve- 
nit cuicunque abfciffa? portioni M N, a fola curvae portione ref- 
pondenre m n pendeat , neque a reliqua curva, vel antcriorc a m, 
vel poftcriore nz afficiatur s qua* ratio ceflat , fi in z infint for- 

C 2 mulac 
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inula: intcgrales indetcrminata*. Valores enim quantitatum x , j, 
f, q,r, &c.qui proarcu curvat m n obtincnt , tantuma pofitionc 
clcmcntorum hujus arcus m n , atque clcmcntis aiiquot conti- 
guis quar arcum finitar quantitatis non conftituunt pendent , ex 
quo ctiam quamitas cx iis littcris utcunque compofita per fblam 
arcus mn indolem dctcrminabitur , nifi adfuerint quantitates in- 
tegrales, cujufmodi funt fidx, qua* totam arcam antcriorem 
A a m M introduceret , ve\ fdx s/ ( i +// ) , qua» totum arcum 
prarccdentem a m involveret. Hinc igitur diftin&ius intclligi- 
tur, quid per funclioncm dctcrminatam ipfarum x, y, f, 5 , r, 
&c. dcnotare velimus : Funfiio fcilicet detcrminata ita eft com- 
parata, ut, pro quovisloco, apnfcntibus valoribus litterarum 
x,y, p, q, cVc. tantumpcnde.it, neque valores earum ante- 
fiores in le comple&atur. Fundio aurem indcterminata cft ta- 
lis, cujus valorin quovis loco, non ex folis valoribus quos har 
Krterar x, y, /, f , &c. in ifto loco obtincnt detcrminari potcft, 
fed infuper omnes valores ad fui dctcrminationem requirit , 
quos ifta? littera; in omnibus locis anterioribus obtinuerunt. lu 
patetjOinnes functiones algebraicas cflefimul dererminatas; pra> 
terea vero etiam omnes fun&iones tranfccndentes , quar a rela- 
tione intcr x & y non pendcnt funt detcrmihatar , cujuimodi 

funt, /v / (x*4\yO>^>Afin.— ; quarum valorcs in quovis 

loco ex valoribus Iittcrarum , quos in hoc folo loco obtincnt , 
affignari pofliint. Quando autcm in fun&ione quapiam infunt 
formula? integrales indeterminatx , quar a mutua relatione inter 
x & t, quam ubiquc tencnt , pcndent , tumearum vaior,indato 
loco , non ex valoribus , quos ha? littcrar in ifto Ioco habent , 
cognofci potcft , fcd infupcr omnes valores in Iocis quibufquc 
anterioribus nofle oportct, hoc eft gencralem relationem intcr 
coordinaras x & y : talefque funftiones vocamus indeterminatas ; 
quippe qua: toto coelo diverfae funt ab iis , quas dctcrminatas 
appellavimus. 
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PROPPSITIO III. THEOREMA. 

45 . Si fuerit amz curvd dbfcifd A Z refpondens , in qud f Z d x 
jSt mdximum vtl minimum , m Z continedntur formuU m- 

tcgrahs tndtttrmmat t > tum tddem mnximi minimive proprictds non 
cadit in quamlibct curvd portionem , fcd toti tuntum curva ahfci f* 
AZ refpondenti propria crtt, 

DEM0NSTKAT10. 

Conciplatur tota curva amz, pro qua fZdx cft maximum 
vcl minimum , in duas partcs quafque divifa per appficatam 
Mm; fitque formula; valor convcnicns portioni am = 
P, ejufdem autem formular valor pro altera portione mz fit 
= Qj pro tota igitur curva amz valor formula? fZdx erit 
= P-f-Qi qucm ponimirs c(Tc maximum vel minimum. Qiio 
autcm omncm ambiguitarem tollamus , totamque rcm diftinc- 
tius propontre qucamus ; ponamus P 4- Qjzffe maximum : quod, 
cnim dc maximo dcmonftrabitur , idem de mirtimo faeile intel- 
ligctur. Quod fi jam valor ipfius Qji valore ipfius P non pen- 
deret , tum aggregatum P 4- Q maximum eile non polTct , nifi 
fimul uterque valor P & Q_ ieorfim- fit maximus. At noftny 
cafu, quo quantitasJ? in fe continet fbrmulas integrales indetcr- 
minatas , valor ipfius Q^non tantum a curvar portione mz ad 
quam refertur pendebit, fed fimul a tota curva anteriore am; 
atquc adeo a vaJorc ipfius P. Nunc dicimus, ad id ut P-f Q^ 
fit maximum, non rcquiri , ut valor ipfius P fit maximus. Po- 
namus cnim portionem curva? am ita cfle comparatam , ut pro 
ea P fit maximum , & aliquantiUum murari concipiatur portio 
curvae am, ita ut valor formula? fZ dxminor evadat, puta = F 
—p: fieri utique poterit ut ex hac mutatione valor ipfius Qcrcfcat, 
quod incrementum ponatur y:eritque, mutata aliquantillum por- 
rtone a m , ita ut pro ea f zd x non amplius fit maximum , va- 
lor formulae/*Z</* pro tota curva amz = P — p-+~Qj-q- 
Cum igitur evenirc qucat ut fit q$>p, intclligitur formu- 
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lam fZdx pro tota curva amz maximam eiTe polfe, etiamG 
inaxima non fit pro qualibct portione am. • E. D. 

C 0 R 0 L L. L . 

44. Quando ergo curva fiicrit invcnta, quar,pro dataabfcif- 
la AZ, habeat valorcm formula? fzdx maximum velminimum, 
& Z lit flm&io indctcrminata ; tum non fequitur quamlibet cur- 
var inventac portionem eadcm maximi minimive proprictate fo- 
re prarditam. 

C O R O L L. II. 

45. In rcfolutione igitur hujufmodi Problematum , in quibu* 
curva quarritur, qua? pro data abfcifla AZ habeat fzdx ma- 
ximum vel minimum, perpctuo ad totius abfciifa? propofitae 
quantitatcm erit rcfpicicndum , atque maximum vcl minimura 
ad cam tantum, non vcro ad ejus quamlibct portioncm , accom- 
modari debcbit. 

C O R O L L. III. 

45. Maximum igitur hinc patet difcrimen , quod inrcr formu- 
las fzdx , in quibus Z funftio cft dcterminata vel indetcrmina- 
ta, intercedit ; fimnlque autcm Mcthocioruin diverfitas intclligi- 
tur , quibus ad refolutiones quarftionum , in quibus hujufmodi 
formularum maximi minimive valorcs rcquiruntur, uti opor- 
tcbit. 

SCHOLION. 

47. Ex demonftrationc hujus Propofitionis non quidem nc- 
ceffario fequitur , fi pro data abfchTa A Z Curva habcat fbrmu- 
lam f Zdx maximam vel minimam , tum fingulas ejus portiones 
eadem hac praerogativa gaudere ; verumtamen fatis inrelligitur, 
quoties eadem proprietas in fingulas portiones compctat, id ca- 
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iu evenire. Hincquc nihilominus fumme neceflarium eft , fo- 
lutionem pcrpetuo ad totam propofitam abfciflam accommodare. 
Interim tamcn , in Problcmatibus ad methodum relativam perti- 
nentibus cvcnire poteft, ut formuIas/Z</x, in quibus Z fit jfunc- 
tio indeterminata , quafi detcrminara e/Tet tradfare liceat. Hoc 
fcilicet accidit, fi inter omncs rantum curvas in quibus fbr- 
mula: illa? integralcs indeterminatx quar in Z infunt arqualcs 
obtinent valoies, ca defideretur, in qua fZdx fit maximum 
vel minimum : hoc enim cafu formula? illz integrales indeter- 
minata? fieri eenfenda? funt dctcrminara*. Ira fi , intcr omnes 
curvas cjufdem longitudinis, dctcrminanda fit ea in qua fit 
f zdx maximum vel minimum, atquc in Z pra?ter quantitatcs 
dcterminatas , infit arcus curva: fdx \/ ( i -\-pp ) ; hic , quia in 
omnibus curvis ex quibus quariitam dcfinire oportet , eundcm 
obtinet valorem , inftar fun<ftionis determinara? traftari poterit : 
Hjcc autcm cunda in fequentibus clarius explicabuntur. 

HYPOTHEsrs IL 

48- Si curva aifci fa AZ in elementd innumerdliltd iafnite f>g *. 
fdrvd & inter fe ayualia difccetur , cujufmodi funt I K , K L , 
LM, &c . dtque portio quacunque A M vocetur x , cui refpondeat 
funclto fuacunque variabdis F , edndem funclionem F , quatenus re- 
fcretur dd puncfa abfcifa vel fequemia N , O , P, Q., &c vet 
dntecedentid L , K , I , &c . itd denotabimus , */ fn vdlor iflius fu 
tionts qui pro puncTo M efl = F, ut feauitur. 

pro O = F" I 



pro P = F" } pro pumhs dbfcijfd fequentibu* 
fro 
/ro 



pro Q^ = F' v | 



&c. 



pr* 
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pro L = F, 1 
?roK = F« ; 
pre I = F, 
fr.H = F 



'isf 



^ frt pxndu tbfiijf* tntcccdcnhbuc. 



J 



Atqtte hoc pj.lo , yfarr pr.lixd dijferentidlium fcriptitne , W^r /Jww - 
tionts cujuficunque variabUis , qut im quovts dbficijfa putrfh locum 
fbtinct, commode tndtcabttur. 

C O R O L L. t 

49. Cum igitur fun&ionis cujufquc valor, in loco quocun- 
que , fit arqualis fuo valori in loco antecedcntc diffcrentiali fu» 
auclo,crit 



F 

P 
Y" 

F 1 " 



:F +dF 
:P + dF 

:F'+dF' 

iF"+dF" 
&c. 



F, 

F„ = 
F // = 



F, + ^F, 
F. +dF„ 

F,,, + dF /n 
F lxl + dF t 



&c. 



C O R O L L. II. 



50. Si ex fingulis abfcifla? divifionibus applicata? ducantur » 
atquc ca quae abfcuTx AM = x rcfpondet, nempe M m, po- 
natur =j, reliqux tam fequentcs quaui antccedentes , ita de- 
notabuntur 



Mm = y 

Nn =y 

Oo =/ 

P P — jT 

&c. 



Mm =jr 



Ll 
Kk 
Ii 

Hh 



— h 

=;« 

&c. 



Co- 
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C O R O L L. III. 

i — Mm 



51 . Cura dcinde valor ipfius / fit = j^- == ~ 



dx 



2? 



;erit 



f ~TZ* ; autcm pariter ac antecedentcs ipfius f 

valorcs ita fc habebunt: 

^ dx 

'// 



&C. 




C O R O L L. IV. 

yi.Dcindcquia efr?= ^ =i erit* =<2-^£±J , 

ex quo quantitatis q valores , cum fcqucntcs tum antccedcntcs , 
ita fc habebunt : 



q JP 

* dx 



77» 



* 

&c 



&c. 

C O R O L L. V. 
53. Simili igitur modo pcr ifta applicatarum figna poterunt 
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valorcs quantitatum r t s, /, &c. ut hns fupra afliimfnnus, dc- 
caminari, atquc cx ngura dcfiniri. E.it uilicct 

„_ !>"'— a^+ay— > 

, f — 4?'" + — 4/ +J 

& .V* 

cVc. 

unde harum littcrarum' valorcs tam pnvccdcntcs quam antccc- 
dcntcs formari poflimt. 

C o r o l l. vr. 

5/4. Quod fi autcm formula fZdx ad abfciflhm A M = * 
fucrit rclata; crit cjus valor fcqucnti abfcifla? dancnto MN 
=r dx rcfpondcns — Zdx. Hincquc fimili modo formula? fZdx 
valorcs lingulis abfciffr elcmcntis rcfpondentcs dcnotabuntur ut 
fcquitur : 

' pro M N — Zdx 
pro L M ssa Z t dx 
pro KL = Z„ dx 
pro IK == Z /It dx 
&c. 



pro MN = Zdx 
pro NO = Zdx 

pro OP = Z'dx 
pro PQ. = Z"dx 
&c. 



C O R O L L. VII. 

5j."Si ergo expre/fio fZdx ad abfchfam curva? AM — * 
peitincar; cjufdcm exprcffionis valor , qui convcnict abfciflag 
propolita: AZ, erit =zfZdx-\- Zdx Z <&+ Z dx -+- Z"dx 
-j- &c. in infinitum , doncc perveniatur ad ultimum punctum Z. 

C O R O L L. VIII. 

16.. Si igitur curva invcniri dcbcat, qux pro data abfcilTa AZ 

valo- 



1 
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valorem formnlar fZdx habcar maximum minimumvc; tum, 
pofita abfcifla quacunquc indcrinita AM=«, cflkicndum cft 
ut harc expreflio fZdx+Z dx + Zdx + Z' dx -f- Z"dx + &c. 
ufqttc in Z fiat raaxima vel minima. 

S C I I 0 L I 0 N. 

57. Qtianquam harc hypothcfis tantum pro arbitrio eft facla ; 
tamcn ifta figna maximam aftercnt utilitatcm ad Problcmara , 
quae ad hanc methodum maximorum & minimorum pcrtincnt, 
fuccintte refolvenda. Plurimum cnim valct m hujufmodi ncgo- 
tiis commoda fignorum clcctio , cjufquc ope calculus non folum 
contrahi , fed eriam multo facilior & expeditior rcddi poteft. 
Pra?ftabit aurem ifte fignandi modus longe altcri recepto , quo 
per difterentialia valores fundtionum variabilium proximc fcquen- 
tes cxprimi folcnt ; co quod in ipfa rcfolvendi mcthodo alius 
gencris diflcrcntialia occurrcnt , qua? cum naturalibus quantita- 
tum variabilium diffcrentialibus facile confundi poflcnt, nili, if- 
ta afliimta fignandi mcthodo o naturalia dirferentialia notationc 
feltem toUercrrtur. 

PropositioIV. TheoHema. 

58. Si amtlOZ fuerit curva ad abfcifam datam AZ relata , Fi „ 
tn qua formttla f Z d x maxim/tm minimumve tbtmeat valorcm ; at- 
quc alta concipiatur curva am>OZ ab ifla inftmte parttm dtfre- 
pans , tum valor formttla f Z d x pro utraque cttrva erit idem. 

DEMONSTRATIO. 

Quando in Analyfi fotmula quarpiam variabiiis fit maxima , 
tum primo crcfccndo continuo magis ad maximum valorcm ac- 
cedit , deinde vero cum hunc attigit , itcrum dccrcfccndo ab co 
rcccdit. Ifte autcm acccflus ad maximum valorem atquc reccf- 
fus ab eodtm ita fit , ut dum quantitas proxime ad maximum 
valorem verfatur,tumejus incrcmcnta ac dccrcmcnta momcnta- 

D 2 nea 
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nca evanefcant; hocquc idem dc mimmo cft intelligendum. 
Dantur quidcm etiam cjufmodi maxima & minima , circa qua? 
incrcmcnta & decrcmcnta lint inrmite magna ; verum hujus gc- 
neris maxima & minima in prarfenti inftituto raro locum inve- 
niunt, & fi inveniunt, facilc erit ca dcterminare. Sufficiat igitur 
notafle circa maximum & mlnimum mutationes momcntancas 
pon da v i pofle finitas. Qtiod fi crgo in curva amnoz cxprcf- 
(xofzdx maximum minimumve habeat valorcm; pro alia cur- 
va ejufdcm expicflionis valor co magis a maximo minimovc rc- 
ccdet, quo magis harc alia cur\aab illa difcreper. Sin autem alia 
curva inhnitc parum dirTcrat ab illa fuisfacicnte, tum , pro utra- 
quc, formula fzdx cundcm obtinebit valorem. Hujufmodi 
autem curvam minime difcrcpantcm concipiemus, fi arcum tan- 
tum infinitc parvum m n o infinite parum variari , ejufque loco 
arcum m vo fubftitui ponamus. Quamobrcm ex curva az, pro 
qua fzdx maximum eft vcl minimum , portionem infinite par- 
vam mno exfcindi, ejufquc loco aliam m»o infinitc parum ab 
illa difcrcpantem inferi intclligamus ; tum valor {orvx\v\x fzdx 
qui convcnit curvar a m n o z a?qualis crit valori , qui convcnit 
curva: am>oz. £. D. 

C < R O L L. I 

59. Qyoniam mutatio dcbct poni quamminima ; non fuffi-» 
ciet arcum m n o , qui immutari ponitur , acciperc infinhc par- 
vum, fed ctiam dcviatio n», praarcus longitudinc mno,dc- 
bct clfe infinitc parva. 

C O R O L L. II. 

£b. Pofita igiturtali mutationc in curva, mutatio indc etiam 
in valorc formulae fzdx orictur; quae autem per demonftra- 
tionem crit cvanefcens. Atque hoc modo ex tali aifi:mta mutatio- 
nc orictur aquatio , qua? fimul curvac quaffitae ^naturam prarbe- 
bir. 

SCHO^ 
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S C H O L I 0 N. 

€t. tn hac Propofitione continetur univerfa methodus re- 
folvcndi Problcmata, quibus curva dcfideratur in qua valor for- 
mula? cujufdam indctcrminata? ut fZdx fit maximus vel mini- 
mus. Semper enim concipitur pbrtio curva? infinite parva , uti 
mno, aliquantillum variari in mvo, atque tum qua?ritur dif- 
ferentia valorum quos formula fzdx y cum pro curva vera 
amnoz, tum pro fi&a anrifoz, fortitur , eaque diffcrenti» 
nihilo a?qualis pofita dat naturam curva? quyfita?, Mutatio au- 
tem ifta in loco indcfinito fieri debet, ut ad totam curvam per- 
tincat, atque ad (ingula loca pateat. Poteft autem ifta mura- 
tio utcunque inftitui , dummodo fit infinite parva , atque vel ad 
duo vcl plura curva? elementa extcndi ; femper enim cadem rc- 
fulrare dcbct a?quatio finalis. Interim tamen calculi commodi- 
tas poftulat , ut mutatio in tam paucis elementis inftituatur , 
qua; fufficiat ad foiutionem abfolvendarrr. Ita fi , inter omnes 
omnino curvas eidem abfcifta? refpondentes , ea determinari dc- 
beat , in qua fit fzdx maximum vcl minimum ; tum fufficiet 
bina tantum curva? elementa mutata concipere. At fi non in- 
ter omnes curvas , fed eas tantum qua? unam plurefve exprcf- 
fiones communes habeant, ea deiiniri debeat in qua quarpiam 
quantitas fit maxima vel minima ; tum mutationem non quam- 
cunque m>o accipere Ucct , fed talcm ftatui oportet, ut illa? 
proprietates omnibus curvis communes conferventur. His igi- 
tur cafibus , duo elementa non futficicnt , fed plura accipi dc- 
bebunt , ut omnibus conditionibus fatisfieri qucat, 

D E f 1 N I T I O V- 

61. Valor Differtmialis data? maximi minimivc fbrmula? ref- 
pondens eft diiferentia inter valorcs, quos ha?c formula, cum 
in ipfa curva qua?fita, tum in eadcm infinite parum immutata, 
ebtinet» 
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C O R O L L. I. 

- 

63. In curva igirtir, pro qua data formula , puta/Z^x, 
maximum minimumve cflc dcbct, hujus formula? valor diffcrcn- 
tialis refpondcns' cvancfcet. Atque hanc ob rem fi valor diffe- 
rcntialis nihilo a-qualis ponatur; habcbitur a^quatio, qua curvse 
quzfitz natuia cxprimctur. 

C O R O L L. II. 

64. Ex invento igitur vaTcrc difTerentiali, qui propofita» maximi 
minimivc formula? rcfpondcar, ftatim habcbitur aquatio cx- 
primcns naturam cjus curva* , in qua formula illa propofita ma- 
ximum minimumve habcat valorcm. 

C O R O L L. III. 

65. Totum igitur ncgotium ad curvas invcnicndas, quae 
maximi minimivc proprictatc gaudcant , co eft rcduCtum , ut 
pro quaquc maximi minimivc formula ejus convcnicns valor dif- 
jercntialis invcftigctur. 

S C H 0 L I 0 X. 

66. Cum igitur in gcncrc tradita fit idea non folum natu- 
ra? qua?ftionum , quibus curvaj maxiini minimive proprictatc pra?- 
dita? qua*runtur, fcd etiam mcthodi, qua ad cas rcfoh cndas uti 
oportcat, ad ipfun tradationcm progrcdicmur. Ac primo qui- 
dcm Mcthodum abfolutam , qua cujva? quCTUntur qua? intcr 
omncs omnino curvas ad candcm abfeiflam rclatas maximi mi- 
nimivc proprietate quapiam finr pradita?, trademus. Dcind^ 
pcrgcmus ad Methodum ir.aximorum ac minimorum rclativam, 
ad qtiam talcs pcrtincnt qua?ftioncs , qua? non intcr omncs cur- 
vas data? abfcilTar rcfpondcntes, fcd eas tantum qua? data qua- 
dam communi proprietate una pluribufvc gaudcnr, cam determina- 
ri jubent, cui maximi nunimive prgrogariva quapiam convc- 
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ntar. In has autcm tra&ationes natura formulje fZdx , qux 
maximum minimumve effe debet, ingens difcrimcn infert, pro- 
ut Z fucrit fun&io vcl determinata vcl indcterminata ; quemad- 
modum jam obfervavimus. 



C A P U T II 

DeMethodo maximorum acminimorumadlineas cur- 
<vas inveniendas abfoluta. 

Propositio L Problema. 

1. in cttrva quacnnque amz una applicata qtttvis Nn an- jr, ?> 

geainr particitta injinite parva n v ; imenire mcrcmcnta vel 
decrct/.enta , qnxfngula qnantitatcs detcrmtnata adcurvam pcrttncntes 
hi»c accipnnt. 

S 0 L V T I 0. 

Quantitatcs dctcrminata? ad curvam propofitam pcrtincntcs 
funt, praeter abfcilfam x, qux non arficitur, ha? y, ?•><]•> *•> * •> 
&c. cum fuis dcrivatis valoribus , quos in locis vcl fcqucntibus 
vel antecc^cntibus fortiuntur. Qiiod li nunc ponamus A M — x , 
& Mm=_7, crit Nn-™/, hujufquc valor per translationcm 
puntfti n in v augcbitur particula n v , rcliqug» autcm applicat.c 
f%j"*f<* &c. paritcr ac pr.rcedcntcs ' j, , U>1*»iJ** &c « 
non afficientur. Cum igitur fola applicata / crcfcat particula n *f 
cx C.ip. prccc- §. §. 5 1 & fcqq. colligetur quantum incrcmcntum 
rcliqux quantitatcs omnes capiant' ex incremcnto folius applica- 
ta: /. Omncs fcilicct quantitatcs , quarum vaior pcndet ab / , 
mutationcm fubibunt, rcliqua: vcro , qux ab / non pendent, 

mancbunt invariata'. Ita cum fit p ==2-ZZJ! ha?c quantitas p 

crcfcct particula j^; at cum fit p' ^=L^Zl } hxc quantitas 

t p' de^ 
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p' dccrcfcct particula — . Similiquc modo rcliquarum quanti- 

tatum incrcmcnta vel dccrementa repericntur, dclcndo in ca- 
rum valoribus fupra cxhibitis omncs valores ipfius j , prarter 
hunc/, hujufque loco fcribendo nr. Hoc modo omnium quan- 
titatum determinatarum , qua? quidem mutationcm patiuntur , 
incremcnta in fcqucnti Tabclla congcltimus 



Quant. 


Incrcm. 


Qu4Ht. 


hicrem. 


i 

y 


+ Ht 




4- — 
^ dS 




4- ~ 
+ dx 


s,, 


4« p 

dx r 


?■ 


n t 

dx 


s, 


dx+ 




, "f 1 

^ dx* 


s 


4-nt 
dx* 




2tt t 


i 




1 


4- — 




+ dx> 




^ dx* 


t» 


V» 
ix* 


r, 


3» r 
dx* 


u 




r 


inv 
dx* 


t, 


lOMir 
dx* 


r 


ny 
dx l 


t 

t' 


+ 2i»" 



Atque ex hac Tabella etiam ultcriorum quantitatum, fi qu* / 
occurrunt , incrementa vel dccrcmcnta facile cognofci poterunt. 
Q, E. L 
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C O R O L L. I. 

i. Cognitis igitur incrementis harum quantiratum primaria- 
rum ad curvam perrinentium , inde omnium quantitatum cx iis 
compoltirum incremcnta, quae oriunturcx au<5b applicata»', dc- 
tcrminari potcrunt , fi ratio compofitionis fpe&etur. 

CORQLI. II. 

3. Harum fcilicet quantitatum incremcnta exhibita, confidera- 
ri potcrunt tanquam carum diffcrentialia. Atque fi propofita 
fucrit quantitas quarcunque ex illis compofita , ejus convc- 
nicns incrementum cx tranflatione pundti n in * ortum invcnie- 
tur , duTerentiando illam quantitatem , & loco difTcrentialium 
fingularum quantitatum, fcribendo ea incrcmcnta, qua? hisquan- 
titatibus funt adfcripra. 

C O R O L L. IH. 

4. Si igirur habcarur ha>c funrtio ;V( 1+//) , cujus incrc- 
mcntum , quod ex tranflatione pundi n in v oritur fit determi- 
nandum ; ca fim&ioprimumdif?erenrietur; unde prodibit dj V(i 

+ //) + ; hica . ue loco & d P fcribantur incrc- 

mcnta quantitatibus / & p convcnicntia, nempc -f- m &-f- — ; 

critque fun&ionis propofita? incrcmentum = nn )/ (1 +•/>/>) 

C O R O L L. IV. 

^ 5 • Expcdire igitur per dlfTercntiationem funclionls cujufcunqti<** 
lncrcmentum, quod ex incrcmento n, applicara? / oritur , ?/- 
fignari poteft ; id quod ex infpcciicnc fjgura? cUmci,lter & mini- 
me gcneralitcr fieri poteft. 

Eulcri dc M4x. & Min. E scno. 
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SCHOLION. 

6. Probc notandum eft hunc modum incrcmcnta fun&ionum 
fcu quantitatum ex x, jr, q, &c. harumque derivatis y\y*, 
f' , &c. datarum incrementa invenicndi , tantum ad funfHones 
determlnatas patere , minimc vero ad indercrminaras extendi pof- 
fc. Quod fi cnim fun<ftio propofita fucrit indctcrminata , fcu 
formula intcgralis indcfinita, integrationem nequealgcbraice nc- 
que tranfccndcnrer admittcns , tum dtfFcrentiatione nihil confc- 
quimur ad cjus incrcmcntum invenicndum. In fequentibus au- 
tcm, ubi ejufmodi maximi minimiveformulas fZdx fumus con- 
templaturi , in quibus Z fit fun&io talis indctcrminata , in hu- 
jufmodi fan&ionum incrementa fumus inquifituri. Sin autcm 
Z fuerit fun&io detcrminata, propofiti Problematis folutio fufficc- 
re poteft ad folutioncs Problcmatum huc pertinentium abfol- 
vcndas. 

ProPOSITIO II, PROBLEMA. 

7. Si fuerit Z functio determinatu ifftrum x efr y t/tntum , 1»- 
venire curvdm az, in quu vtltr formuU fZdx// muximm vel 

S 0 L V T I 0. 

Concipiatur abfciffa A Z , cui maximum minimumvc formular 
fZdx refpondcre debet, divifain innumerabilia elementa arqua- 
lia, fingula per dx denotanda; pofitaquc abfciffa indefinita AM 
—x, & applicataMm —y, cx formula fzdx clemento MN 
refpondebit Zdx ; atque fecundum rcceptum notandi modum , 
elemento fcquenti NO refpondebit Z'dx, & fequcnribus ele- 
mentis OP, P Q^&c. refpondebunt valorcs Z*dx, Z"'dx, &c. 
anteccdcntibus vcro elementis LM,KL, IK, refpondcbunt 
Z,dx\ Z„dx\ Z„ t dx, &c. Quare fi curva az fit ea ipfa qu» 




AD CVKVAS INVENIENDAS ABSOLVTA.^ 35 

Z,dx + Z M dx + Z, n dx + &c. maximum vcl minimum. Quod 
fi igitur una applicata Nn=/ augeatur particula nr , illa cx- 
preffio eundem valorcm retinere , atque adeo valor differen- 
tiaiis formuiat fZdx , feu fummar terminorum Zdx + Z' dx + 
z" dx + Z"dx + &c. una cum Z t dx + Z t dx + Z ni dx + &c. 
evanefcere debet. Singulorum igitur horum terminorum valo- 
rcs difrcrentiales , qui oriuntur ex tranflatione pundti n in v , m- 
vcftigari dcbcbunt ; eorumque aggregatum erit valor differen- 
tialis formular fZdx refpondens, qui pofitus =0 arquationem 
pro curva quarfita prarbebit. Quoniam autem Z ponitur fiinc- 
tio determinata iplarum x & y ; habebit ipfius differentialc d Z 
hujufmodi formam Afdx + Ndy ,• _ita ut fit dZ = Mdx + 
Ndy. Valorum igitur derivatorum ipfius Z diffcrentialia ita fc 
habebunt. 



dZJ =\tdx + rfdj' 
dZ* = M'dx + H"df 
&C 



dZ, = M,dx +N,dy, 
dZ„ = M„dx + H„dy t 
&C. 



Cumnunc valores differcntiales terminorum Zdx, Z'dx t Z 9 dx^ 
&c. itemque ipforum Z,dx, Z H dx, &c. invcniantur, fi hi ter- 
mini differenrientur, atque loco dy' in differcntialibus fcribatur 
n >. , loco omnium reliquorum diffcrentialium vero o ; manifcf- 
tum eft folum terminum 7! dx habiturum efle valorem diffe- 
rentialem, quoniam in ejus folius difFercntiali occurrit^ 1 . Scrip- 
to itaque n» loco dy' , erit termini Z'dx valor differentialis 
= N'dx. * » , qui fimul erit valor difFerentialis totius formular 
fzdx; quia reliqui termini prarter Z'dx nullam variationem 
patiuntur. Loco N' autem poncrc potcrimus N , quia eft N' 
= N+dN , & dN prar N cvanefcir. Pro curva igitur quar- 
fita , in qua fit fZdx maximum vel minimum , ifta habetur 
arquatio Ndx. » f = o feu N=o > exiftcnte dz = Mdx 
+ Ndy. Q^E.l. 
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C O R O L L. L 

8. Si igitur curva dcbeat dcfiniri , in qua fit fZdx maxi- 
mum vcl minimum, atquc Z. fit fiinftio detcrniinata ipfarum x 
& y tantum ; tum quant^tatem Z differcntiari opoi tct ; quod cum 
habiturum fic hujusmodi formam dZ — Mdx + Ndy, hinc 
formabitur xquatio pro curva quxfita , qu» erit N—o. 

C O R O L L. II. 

p. Cum ergo N Itt functio ipfarum x'Sc y detcrininata , »n 
xquatione pro curva N =o nulia incritj quantitas conftans , 
qux non fuit in formula maxiini minimive /Zdx ; & hanc ob 
rcm curva invcnta crit unica & pcrfccte dctcrminata. 

C O R O L L. III. 

10. In quxftionibus igitur fub hoc Problcmatc comprchcn- 
fis, curva Jatisfacicns ex fola maximi minimivc formula dctcrmi- 
natur ; ncquc liccbit infupcr pun&a aliqua prxfcribcre , pcr qux 
curva quxfita tranfcat. 

C o R o L L. IV. 

11. Quod fi Z fucrit func~iio tantum ipfius.v, ita uty non in- 
Tolvat ; erit tum/Z dx functio dctcrminata paritcr ipfius .vtantum; 
eiquc adco omncs curvx cidcm abfciiTx relpondcntcs a^que fa- 
tisfacicnt. Idcm vcro hoc monurat calculus ; hoc enim cafu , 
quo in Z non incft y , fiet N — o ; ideoque nulla prodit xqua- 
lio pro curva quxfita. . . 

C o R O L L. V. 

12. Statim ctiam intclligi potcft, utrum detur linca cUrva , 
in qua hujufmodi formula fZ dx fit maximum vel minimum. Si 
cnim cx differcntiatione ipfius Z ^ejufmodi valor pro N reperia- 
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tur, ut pcr arquationem N—o nulla curva exprimatur ; tum 
etiam nulla curva extat in qua propoiita formula fz 4* fit ma- 
ximum vel minimum. 

C O R O L L. VI. 

13. Denique etiam pcrfpicitur, hanc maximi minimive pro- 
prierarcm non uni alicui dcterminarar abfciifa? efle adftri&am; 
fcd !i curva pro una abfcilfa reddat formulam/Z^x maximum 
vel minimum , eandcui pro quacunque alia abfcufa , pariter ma- 
ximum minimumvc valorem eifc habiturum. 

S C H 0 L I 0 N I. 

14. Na&i ergo fumtis mcthodum facilcm, intcr omnes curvas 
cidcm ablciifr refpondcntes , cam dcterminaadi , in qua confti- 
tuat formula f/.dx valorem maximum vcl minimum, fiquidcm 
Z eft funftio dctcrminatn ipfarum x & y tantum. Simul vcro 
etfam patct curvam fjtisfacfentcm fcmpcr fore algcbraicam , fi- 
quidcm 7, fuerit func"tio algcbraica ipfarum x & y. Curva: igi- 
tur hoc modo invcnrx ifla crit proprietas , ut fi ad candcm abf- 
ciifam alia quareunque conftituatur linca curva , tum pro ca va- 
lor {onxw\x f£ d x ccrto vcl minorvcl major iit proditurus quam 
pro invcnta; prour in invcnta formula fZ dx vel fucrit mnxi- 
nia v cl minima. Cum ajutem adhuc dubium fit utrum in cur- 
va invcnra valor formuia? f?dx futurns fit maximus an mir.i- 
mus; dc co in quov is cafu parriculari facile fict dijudicatio; m 
gcncrc autem nihil omnino decidi poreft. Interim hoc ccrtum 
eft , fi unica prodit arquatio , tum tantum vel maximum vel mi- 
mum locum h.bcre poife; hoc eft, ii curva invcnra fit pro ma- 
ximo;tum minimum non dari, fcd valorem formulac fZdx in 
infinitum diminui poifc. Pari modo, ii unica inventa fuerit 
curva,in eaque formula fZdx fit minima , tum valorem/2 d x 
in infinitum augcri poile. Quod <i autcm folutio nullam prorfus 
prarbcat curvam fatisfacicntcm , id irdicio crit valorcm formular 

E 3 fZds 
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jz d x pro quacunque abfcuta tam in infinitum crefccre quam 
% dccrefcerc polfe. 

*. 

S C H 0 L I 0 N II. 

1$. Ex eadem etiam folutione reperiri poterunt illa? curvae 
fnaximi minimive proprietate prxditar alterius generis fupra me- 
moratar, ad quas non pervenitur per valores difFercntiales eva- 
ncfcentes , fcd infinite magnos ; auod maximorum 8c minimo- 
rum genus ab illo maxime difcrcpat. Kepcripntur autcm iftar curvr, 
fi valor dirTerentialis V . •.. » » non nihilo, fed infinito arqualis 
ponatur. Quoties igitur hxc arquatio N= 00 lincam aliquam 
curvam fuggerit ; tum in ea pariter formula fzdx maximum 
vel minimum obtincbit valorem : Hoc fcilicct cvenict, quando ' 
pro N prodit fra&io , cujus dcnominator nihilo arqualis politus , 
prarbet a?qua«onerh pro aliqua linca curva. Hoc itaque pa&o 
plures curv* repcriri poflunt, quac cidem quarftioni fatisfaciant; 
quarum alia* maxiraa continebunt , alia? minima. Fieri etiam po- 
teft, utpluresquamdua: curvar Problemati fatisfacientcs rcperian- 
tur, ctiamfi binas tantum oriri queant ar quationes, fcilicet N=: o 
8cN = 00. Sientm JVfucrit quantitas cx facloribus compofita; 
tum quilibet fa&or , vel nihilo vcl infinito arqualis pofitus , dabic 
arquationem pro curva larisfacicnte; conftatenim farpcnumero plura 
maxima pluraque minima locum habcrc poflc. Ha'C autcm omnia 
clarius enodabuntur in fequcntibus Exemplis in hoc Problcmatc 
contentis. 

EXEMPLUM I. 

1 6. Invenire curvam , qua , inter omnes ommuo curvas eidem ahf- 
etfa rejpondentes , habeat iXYdx maximum vel mimmum\ dcno- 
tante X funcltonem ipftus y,&\ i/fius y tantum. 

In hoc igitur cafu fict 2 — XT ; ideoque dz = TdX 4- 
XdT^Mdx+Ndj. EritergoM=^&tf=^ j 

J 6c 
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ob X ipfius x & T ipfius y runaionem. Pro airva igitur 



quajfitacrk N= — = o : quoniam autem T cft fiinaio 

ipfius y , ponatur dT= e dy; erit © pariter runaio ipfiur 
7,- ideoque pro curva quarfita, fi quas fatisfacit , habetur ha:c 
aquatio JTe=o, ideoque vcl X = o s vel e = o; qua* 
rum cum ncutra lineam curvam prxbcat, apparet huic quarftio- 
ni nullam omnino curvam fatisfacere , fcd valorem propofitum 
fXTdx in infinitum cum augeri tum diminui poiTe. Ex xqua- 
tione autem e = o, quia e eft fundio ipfius y, fequiturj = 
Confl, qive arquatio prarbet lineam rectam parallelam abfcifla; 
AZ, cujus diftantia tanta eft, ut fiat funaio T maxima vel 
minima. Patet cnim, fi quantitas T maximum minimumve va- 
lorem admittat, tum ctiam formulam fXTdx fieri maximum 
vcl minimum. Altera autem a?quatio X = o y quiaprabct x = 
Con/f. ncquidem lincam rc&am quaeftioni fatisracientcm exhibet; 
quia prarbet lineam rcctam normalcm ad abfciftam , qua: proptcrca 
non data? abfcilfe cuipiam, fcdtantum ejusunipun&orefpondebit, 

F. XEMPLUM IL 

1 7. Invtmre cufvum , <ju* > inter omnts tidem ahfciff* rtfpon- 
dtntts curvas , huhtut valortm formuU f ( a x — y y ) y d x ma xt- 
fnum vtl mimmum. 

Si harc formula cum gcncrali/z dx comparctur , fict Z ~~4xy 
— y* 1 ideoque dZ = jydx + (* x — 3yy) dy; ita ut fiat 
M=dy 8cN=4x — 3yy* unde pro curva quarfita habebi- 
tur ifta aequatio ux — $yy = o, fcu yy sa yux t qua? cft 
pro Parabola vcrticcm in*A, axem AZ & parametrum = ^4 
habente. In hac igitur Parabola . erit \ alor formulx f( ax — 
yy )ydx maximus vel minimus. Utrum autem fit maximus an 
minimus , rcpcrietur, fi aliam quamcunque lincam ioco Parabo- 
jbc fubftituamus, atque inquiramus utrum pro ea valor formula: 
propolica: major f« an minor quam pro Parabolu. Sumamus 

igitur 



■ 



40 DE MET/IODO MAX. ET M /2V. 

igitur lincam rcclam cum ipfo 3xe congrucntem , pro qua eric 
j = o. Pro hac ita.^uc valor formula; J^ax — yy )j dx riet pa- 
riter=o, pro Parabola autcm idcm va!or cnt arhrmativus , 
idcoquc >o; ex quo fcquitur in Parabob formula; propofita: 
valorcm non eife minimum , fcd maximum. Potcrimus aurem 
algcbratce indicarc quanrus futurus iit valor formula? propofitx 
pro Parabola : cum enun fit yy= ? *x , abibit fbrmula propofi- 
ta in hanc f J 4xdx\'! f 4x—+ r 4x 1 \/ t 4x. Quod fi autem 
ponamus aliam arquarioncm , puta y—nx; abibit formula 
propofita in hanc fdx(n4xx — «' x* ) = \ rtax* — i»'x*, 
qua; fcmpcr cft minor quam valor formula? qui pro Parabola 
inventa prodiit : id quod quilibet facile , fubftituendis loqox 
dcfinitis valoribus , experietur. 

EXEMPLUM 111. 

1 8. Invenire curzam, in qua ftt , inter omnes omnino curvas ad 
candem abfcifam n/atas, valor hujus formuU f(i jVx^y — ija'xy 
-f- 5a*y l — 3y'j dx maxtmus vel mintmus. 

Erit igitur Z = i)a*x l j — i ^a^xy -+- j*V — 3>' , qui fi 
diftcrentictur, pofito x conftanrc, prodibit N dy-= i ^a^x 1 dj 

— i sa % xdj -f- i 5* V dy — i rfdj; hincquc N = 1 5 ( 4 l x* 

— a* x -+- 4 x j % — }*) ; qui valor , pofitus = o , dabit a-quatio- 
ncm pro curva qua-fira : erit itaquc aaxx — a % x + a l j* — j* 
= o = ( 4X — jj )(ax -r~yy — 44 ). Ob binos hos fadtores , 
prodeunt binac cuna; iatiiracientcs, quarum altera cxprimetur 
hac arquationc yj= *x, nltcra hzcjj—aa — ax; utraque 
pro Paiabola. Ut nunc apparcat utra iit pro maximo vcl mini- 
mo , ponamus abfciiftm c-fle minimam, ac prior a-quatio^ = 4X 
in fbrmula fubftituta dabit/ — io-*'x^x \/<x. Altcra verofor- 
mula jj ^=-- 44 • — 4x y fcu y =^4, fiibflituta dabit fxtfdx, Quod 
fi autem ipfi j alius quicunque valor tribuatur , puta j = o » 
tum fbrmula propofira abit in fodx—o. Ex quo patet cur- 
yarum inventarum alteram yy — 44 — ^xefle pro maximo, al- 
tcram autem# = <<x prp minimo, fcilicer pro maximo ncga- 
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tivo. Facillimc autem perpctuo hxc dijudicatio , utrum maxi- 
mum an minimum in curva in\ enta locum habear , inftituctur , 
fi abfcifla x ponatur infinitc parva ; tum enim intcgratione non 
erit opus , fcd ipfo formula Zdx monftrabit valorcm forraulae 
fzdx hoc cafu. 

EXEMPLUM IV. 

ip. Inter cmnes curvas eidcm abfafa refpondentes , defnire eam 
in qua Jit formuU f(3ax — 3XX — yy)(ax — xx — £xy 
+ y y ) dx valor maximus vel minimus. 

Ex hac igitur formula prodibit fequens ipfius Z valor cvo- 
Iutus i 

+ 3 d 1 x 1 — 4* x *y ~t" i4X yy +% — 7 4 

2= — Cdu 1 + 4**7 — ixxyf" 
+ 3* 4 

qux dirTercntiata , pofito x conflante, acdivifaper <rf;,fequen- 
tcm prxbcbit valorem pro N: 

N= — a.ax l -hiaxy-h+xyj — 4/ 

4- AJC 1 OfXXJ 

quar expreflio , nihilo arqualis pofita , dabit a?quationem pr<i 
curva quaefita. Erit itaque 

y* — xyy + xxy + axx = o 
axy — *' 

qua? duos habct fa&orcs, qui totidcm prccbcnt arquationcs 3 
hafce 

I. y — x = 0 , pro linca rc*5ta 
II. yy — ax +xx = o , pro circulo. 

Ponatur x infinite parva , eritque cx xquatione y = x y valor 
ipfius Z == ^a l x* ; at cx arquationc yy = ax — xx , feu y = 
\'ax , erit Z = ajtaxx. Quod fi autem ponatur y—*> pro- 
dit Z == — * 4 , unde apparct utramque lincam invcntam effc 
pro maximo. 

Eukri Jc Max. & Min. F SCUQ- 
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SCHOL/Otf 

20. Problemata etiam rcfolvi pofTunt pcr Mcthodum maxi- 
morum & minimorum vulgarem. Quando enim curva quxri- 
v tur pro qua valor ipfius fZdx fit maximus vcl minimus, id- 
quc pro qualibet ablcifla ; manifeftum cft fiquidcm z fit functio 
dctcrminata ipfarum .v & j , formulam fzdx maximum mini- 
mumve effe non poffe, nifi eicmentum cjus Zdx ac proinde 
ipfum Z talc fit. Qtiamobrem quarftioni fatisfict , fi quantitas 
Z diffcrcntietur pofito -v conftante, ejufquc dirfcrcntialc pona- 
tur = o. Tum cnim perperuo Z habcbit valorcm maximum 
vel minimum, ac proinde ctiam Zdx & ipfa tormula fZdx. 
Quod fi autcm functio z dirierentictur , politox conftantc , pro- 
dibit Ndy; quoniam gcncralitcr dificrcntiando pofuimus dZ~ 
Mdx + Ndj; fatisfictquc poncndo N~o: qux eft eadem 
folutio, quam per Mcthodum traditam invenimus. Quamvis 
autem binc videantur iftac quxftiones fimili modo rcfolvi poflc, 
quo in Methodo maximorum & minimorum vulgari ; tamcn hoc 
tantum evenit , fi Z fuerit funC~tio ipfarum x Sc j tantum ; nam- 
que fi in z praeterca infint quantitates ex diflcrentialibus ortar 
q, r> &c: tum vulgaris Mcthodus nullius amplius ufus effe 
poteft» Etfi cnim tum diffcrcntietur fundtio Z pofito x conf- 
tante, tamen in differentiale etiam ingredcrentur dirfcrcntialia 
dp , dq , dr , &c. quorum rclatio ad dj cum non conftct , 
xquatio inde ad maximum minimumvc dctcrminandum apta dc- 
duci non poterit. His igitur caiibus utilitas & neccffitas nof- 
tra: Mcthodi maxime cernetur, 

Propositio III. Problema. 

y. ^ 2i. Si Z futrii fuatlio ipfarum x, y, & p determinata , ita ut 
fit dZ = Mdx -f- Ndy •+- Pdp ; invenire , intcr omnes curvas eidcm 
abfctjfa reftondcntcs , Cdmin qua ft f Z d x maximum vel mtmmum. 
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S O L U Tl 0. 

Sit amzcurva quxfito fatisfaciens , atque concipiatur applica- 
ta quxcunque Nn =7' augcri particula n», debebit valordifc 
fercntialis formulx fZ dx , fcu quantitatis huic xquivalcntis , pu- 
taZ^*+ Z'dx 4- Z"dx 4- Z"dx+ &c. una cum Z,dx 4- 
Z„^x 4- z,„dx 4- &c. eflc =0. Totius igitur quantitatis 
fZdx valor differentialis ex translatione puncti n in 1 habcbirur, 
fi lingulorum illorum terminorum , qui quidem hac translatio- 
nc aificiuntur, valorcs diffcrentiales quxrantur & in unam fum- 
mam addantur. Ex translatione autem puncti n in „ illi tantum 
termini mutationem fubeunt, in quibus infunt quantitatcs p 
&/'; ideoquc tantum termini Zdx & z' dx\ nam uti Z eft 
fundio ipfarum y & p prartcr x; ;ta Z'fimilis cftfunclio ipfarum 
y' & j>\ Quamobrcm hi termini dcbcbunt diffcrentiari , atque 
incorum diffcrcntialibus \oco dy\ dp } & d / fcribi oportet 

valores fupra indicatos 4- »»i + — Sicut autcm cft 

^Z = Mdx+Ndy 4- P*fc ita erlt iZ' = M'dx + N'dy' 4- 

P'd/. Hinc itaque valor differcntialis ipfius Z erit /». & 

ipfius z' eritTV. — p> Tx ; cx quo utriu ^ uc term ' n * 
4- Z'dx y ideoquc intcgrx formulx fZdx valor differcntialis 
erit = »r,(p + N'dx — />'). At eft /»' — p = dP y & loco 
JV'fcribi potcft AT; unde valor diffcrentialis erit = n*. (Ndx 
— ). Quare cum formulx/2^x valor differentialis nihilo 
xqualis fa&us prxbeat xquationem pro curva quxfita , hxc crit 

o = Ndx — dP y vcl N— - ~=o, qua xquatione natura 

curvx quxfitx cxprimctur. E. I, 

C O R O L I I. 

ti. Quod fiergofuerit Z functio quxcunquc ipfarum x y y, item- 
que earum differcntialium dxtkdy, feu loco horumdiffcrentialium, 

F 2 ipfius 
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ipfius Pi exlfteilte dy=pdx} dilfcrentuilc ipfius Z hujufmodi 
habebic formam, ut fit dZ=Mdx + Ndy + ?dp. Atquc 
hinc reperictur curva, in qua fit /Zdx maximum vel mmi- 
mum , formando hanc aequationem 2f — = o fcu Ndx = 

dr. 

CoKOtL n. 

»3. jEquatio hxc igitur fempcr erit differcntialis fccundi gra- 
dus , nifi in P plane non infit /. Nam fi p continctur in P , 
tum in dP incrit dp > quod ob / = ^jj differcntialia fccundi 
gradus involvet. 

CoROLL. III. 

24. Qu an< ^ 0 er 8° m differentiali ipfius dZ = Mdx+Ndy 
+ Fdp quantitas Padhuc in fc complectitur/; tum,ob xqua- 
tionem pro curva quaefita dirfercntialem fecundi gradus, du» 
novx conftantes arbitraria? per intcgrationcm ingredientur. Ex 
quo ad harum conftantium detcrminationcm , duo curva? pun&a 
prgrfcribi poterunt ; alias cnimnon una fcd innumcrabilcs curvae 
reperirentur^ 

C O R O L L. I V. 

ay. Ut itaque hujufmodi Probicmata dctcrminare proponan- 
rur , ita funt enuncianda , ut pcr data duo puncta curva duci 
dcbcat, quae, inter omnesalias curvas per eadcm puntta duclas , 
pro cadem abfciffa x valorem fZ dx maximum minimumve com- 
ple&atur. 

C O R O L L. V. 

25. In P autem quantitas / non inetit, fi z fuerit funclio ip- 
farumx & y tantum, per/ vel pcr dcnownce n numc- 

rum 
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rum conftantcm , multiplicata. Sic cnim V fumftio ipfarum x 
& ; tantum ; ita ut fit dV ~Mdx+ JrV;; atque z =V(n 
+ p), erit dZ = (n + f)Mdx+.(»+p)NJy + Vdp. Hinc- 

que xquatio pro curva quxlita crit o — (*+/) N— 

fcu (n+p)Ndx~.JV=MJx+NJy. 

C O R O L t. VI. 

27. His igittir cafibus, quibuseft Z = V(»+p) y cxiftcn- 
tc ^ fun&ionc ipfartim .v & y tantum, non pcrvcnitur adxqua- 
rionem diffcrcntialcm fecundi gradus: a t iua.df> in ca prorfusnon 
ineft. Verum ncquidem ad dlrfcrcnrialem xquanonem prinii 
gradus pcrvcnitur ; fed adco ad algcbraicam. Nam cum fic 
pdx=^dy> erit ( » + f ) Ndx~»NJx + Ndy ; quod ip(i Mdx 
+ Ndy xqualc politum , dabit xquationcm per dx diviiibiicm, 
adcoquc algcbraicam, hanc nN — M, fiquidcm V fuerit func- 
tio algcbraica. 

C O R O L L. Vtt 

28. Quotics autem hoc cvcnit, maximi minimivc formuln, 
quxeft/Z^x,erit talis formae, f( Vndx-\- Vdy), vel polito 
n = o , talis fVJy. Hujufmodi tetrur maximi minimivc fbr- 
mulx pariterad xquationcm detcrminauni pro curva quxtita dc- 

^ducunt , itaut non liccat unum plurave pun*fta prxfcribcrc, pcr 
qux curva tranfire dcbeat. 

c o r o l l. viii; 

20. Pofita igitur £ r fun&ionc ipfarum x & y, ifta maximi 
minimive formula JVdy pari modo tractatur, quofVJx. 
Nam, pofito JV= Mdx + Ndy , formulxfVJx rcfpon- 
det xquatio pro curva hxc N^—o, ita altcri formulx: fV dy 
refpondct xquatio M=o. Ex quo .pcrfpicuum cft coordina- 
tas v & y inter fe commutari poffe. 

F £ SCHO. 
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S C H 0 L I 0 N l. 

30. Apparct itaque in folutionc hujufmodi Problcmatum , 
quibus quarrirur curva valorcm formular fZdx maximum mini- 
mumve habcns, cxiftentc Z tun&ione iplarum .v, y , & p , pcr- 
veniri ad xquationem difterentialem fccundi gradus , nifi in 2" 
quantitas / unicam tantum habcat dimcnfioncm. Sarpe nume- 
ro autem ifta a»quatio difterentialis fccilndi gradus integrationem 
admittit, dc quo in lingulis cafibus erit vidcndum. Intcrim 
hic annotadc juvabit, gcncraliter inrcgrationem fuccedere , fi 
in tunctione Z omnjno non infit X , hoc eft , fi in ejus diftcren- 
tiali dZ — Mdx 4- Ndy + Pdp valor M evanefcat, ita ut 
ilc tantum dZ^=Ndy -{-P dp. Cum enim pro curva invcnta 

fit hxc arquatio N — j— = o; multiplicetur ca per dy> & 

quia cft dy—pdx, ca abibit in hanc Ndy — pdP =0, 
cui «quivalet ifta Ndy + Pdp = Pdp+pdP—dZ i cujus 
integralc cft Z + C=-Pp, quar zquatio jam tantum eft diffe- 
rcntialis primi gradus. Quotics crgo inter omncs curvas ei- 
dcm abfcifta* rcfpondenrcs ca quarritur , in qua fit va!or formu- 
\x fZdx maximus vcl minimus , atqtie Z tantum fit fiinclio ip- 
farum v.&f , ira ut fit dZ = Ndy-\-Pdp; tum, procurva fa- 
tisfacicnre, ftatim cxhibcri poterit arquatio diftcrcntialis primi 
gradus ifta Z + C-= P p. Dcin^c vcro ctiam, fi Z fucritfunc- 
tio ipfarum x &c p tantum, atquc dZ ^= Md x + P dp , cvanef> 
cente termino Ndy , tum pro curva prodibit arquatio dirlcrcn- 
tialis primi gradus. Nam, ob dP = o, eric P-= C, quar pro 
curva quaefita dabit arquationem diftcrcntialcm primi spdustan- 
tum. Qiiod fi autcm infupcr M evanefcat , lcu z tundio fit 
ipfius / tantum, & dZ-r=P dp\ arquatio inventa P=rC tranf- 
mutabitur in iftam Pdp — Cdp =^dZ , qua* dcnuo integrata 
dat Z -f D = Cp. Hoc aurem cafu , quia Z & P tunt tunctio- 
nes ipfius p tantum, utraquc xquario P = C& Z + D —Cp y 
pra-bcbit pro p valorem conftantcm ; ideoquc arquationem hu- 
jus forma? dy — »dx, qua? indkat hujufmodi Problematis fatista- 

cere 
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cerelincas reclas, & quidem quafcunque utlibet du&as. Nam 
in arquatione P = C, cum Cfit conftans arbitraria, valor iplius 
pnon folum conflans, fed etiam arbitrarius evadet ; cx quo linea 
redta quarcunque refultabit. Qiiamobrcm fi pcr data duo puncta 
curva ducr dcbcat, in qua ixtfZdx maxinutm vel minimum , ac 
2 fit riinctio ipfius/ tantum , tum fatisfacict linea re&a per ill* 
data duo punda ducta, 

SCHOLION II. 

jr. Qtioniam fiipra jam vidimus in hujufmodi Problema- 
tis coordinatas x & ; intcr fc coinmutari , atque , fi commodum 
vidcatur, applicaram y tanquam abfciflam tra&ari pofle, idcm 
hoc quoquc cafu conHrmari juvabir. Sit igitur curva invcfti- 
ganda in qua C\t fZdy maximum vcl minimum, cxiftcntc Z 
fiin&ione ipfarum x,y&p, & dZ — Mdx + Ndy-\-Pdp. 
Hsec autem rbrmula fZdy ad noftram formam reducla abit in 
fZpdx.m qua cx\td.Zp — Mpdx + Npdy + (Z + Pp)<Jp- 
cx qua formula? propolita? valor diffcrentialis refpondcns cric 
(2V> dx — dz — ¥ dp -piP ) »y = ( — Mdx — 2 Pdp 
— pdP)»t: & a;quatio pro curva qua?fita crit o = — Mdx 

— iPdp—pdP; feu o=— A/<y- d.Pp*. Qtiod fi 
nunc ad fimilitudinem oftendcndam , quia hic y tanquam abfcif- 

fam confidcramus, ponamus dx—xdy, crit p = — 8c dp ~ 

— = — ppdir \ crkdZ = Mdx+Ndy — Pppdr = 

Mdx + Ndy + udir , ponendo n — = — fypi ur fimilitudo 
tcrminorum confcrvetur. Quaproprcr ajquario pro curva erir 0= 

— Mdy + dm quar eadem «quatio prodiiflet, fi in for- 
mw\z f 'Zdy , applicataj in abfcifljm & viciflim abfcilfa in appli- 
catam tranlmutetur. Proj>ofira igitur quacunque formula indcter- 
minata cx * & 7 horumquc differcntiaiibus compofita, qua? de- 
bcat elfc maxima vel mtnima ; coordinatarum x & y utramlibet 
licebit ranquam abfciflam traftare , ad eamquc maximum mini- 
murave accommodare. 

EXEM- 
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EXEMPLUM I* 

32. J>;/<r « orrtvtf ad eandctn alfiifamrclatas^ cam detcrmi- 
narc, iti qua Jit f( Zdx + [Z] dy) mdximum vcl minimum\ exif 
temiS/ut Z & [Z] funfliombus qutbufunque ipfarum x. & y . ita ut 
//dZ = Mdx + Ndy <yd[ZJ= [M]dx + [N]dy. 

Ut formula hxc/( + [z]ip ) ad forrmm reccptam rcdu- 
catur , ponarur loco dy ; habebiturque harc formuhyXZ 
+ [ z ]/0 maxima minimave efnaenda. DifTcrcntietur crgo 
valor Z + [Z]p; critquc cjus dirfercntiale = + Mdx+Ndy 
+ [to]}dx+ [N]pdy+[z]dp. 

Jam pcr rcgulam invcntam , hinc pro curva quarfita ifta pro- 
dibit vquario, o = (*+ [n]/>) dx— d[z] ==( jv+ [n]/) dx 
— [ M ] dx — [.v] dy : qua; , ob [ x] pdx =ss [tf] ^ , per 4* divifa 
dabit hanc arquationcm pro curva quarfita aJgebrakam feu fi- 
nitam N — [M] = o. fcu N = [M]. Hinc intcllisitur fi formu- 
la propofita/{ Z dx + [Zl ^)fucrit dcrcrminata, fcu diffcrentia- 
lc Zdx + [z] <a^ ita comparatum , ut intcgrationcm admittat ; tum 
nullam lincam quarlito eflc fatisfacturam , fcu potius omncs li- 
ncas arquc farisraccre. Nam fi 7.dx + [ z] dy integrationem ad- 
mittit , per fc erit N = [M] ; uti alibi de formulis diifcrcntiali- 
bus duarum variabilium dctcrminatis dcmonftravimu? ; idcoquc 
his cafibus prodit aequatio idcntica 0 = 0. Hincque luculen- 
tcr intelligitur , quod jam ancc notavimus, maximi minimivefor- 
muiam oportcrc cflb formulam indetcrminatam > alioquin enim 
omncs linea: curvse a?quc uc^faccrcnt. 

EZIMPLUM II. 

35. Inter omnes lineas ad ctndem ahfifjfam rclatas , determinarc 
tam , cujus longitudo ftt minima ; fcu in qtta fit f d x y ( 1 + p p ) 
minimum. 

Primum quidcm apparct in hac quarftione maximum non da- 

Xi , 
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ri , cum linearum longicudo in infinicum augeri queat , manente 
abfciJIa cadem. Ita minimum tantum habcbit locum , id quod 
ex ipia Gcometria clementari conftat, in qua demonftratur li- 
neam redam inter omnes alias lineas intra eofdcm tcrminos fi- 
tas efle brevifiimam. Hoc igitur Exemplum idco acculifle vilum 
eft, cum uc confenfus noftra: Methodi cum veritate aliunde 
jam cognita intelligacur , cum etiam ut circumftantia de duobus 
pun&is arbitrariis, qua» ad hujus generis quseftiones addi dcbet, 
mciius percipiatur. Erit igitur, formula/Vx s/( 1 -f-//) cum 

generaii/Z^* comparata, Z = vYi+#)> & ^ z = ^(^j « 
unde fit M—o 3 N=o, & P= ^ f_ . Quarc,cum in 
generc a-quatio pro linea quacfita fit N — — = o , habebi- 

mus hoc cafu dP = o ; ideoque P = j(f*fjf) — C° n ft' « 

qua arquatione oricur p = Cenft. = *, fcu dy = »dx , quae 
ilenuo incegraca dac jr = a-\-nx. Non folum ergopatet lineam 
quxficam cfle rc&am , fcd cciam , ob duas arbicrarias conftan- 
<es a & n , redtam utcunque duclnm. Quare fi per data duo 
pundta linea duci jubeatur breviflima , erit illa recta. Similiter 
autcm intelligitur , fi linea debeat invcniri, in qua fit fzdx „ 
ubi Z eft functio ipfius p tantum , maximum vcl minimum , 
tum lineam rectam tantum fatisfacctc ; uti ante jam notavimus. 

EXEMPLUM III. 

34. Inter omrus curvas ad eandem abfcijjam re/atas, detcrmina- 
re eam, in qua fit f d * v *yr~ ^ ■ maximttm Vti minimum. 

Hxc rormula oritur , fi qua-ratur linea celerrimi dcfccnfus ; 
in hypothefi gravitatis uniformis, ponendo axem in quo abfcif~ 

fa* capiuntur vcrticalem. Erit igitur Z = tlljtZZl & dZ 

Euleri de Max. & Min. ■ G = 
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JV = o , & P = Cum jam curva qu.rfita expri- 

matur a-quatione N — = o ; erit </P=o,&P( = 

&ru+irP = = j rcJuaa pr * bct 

+/x,&/ = ^= ^-^- , feu, =/i* qu* 

aequatio indicat, curvam guaefitam cflfc Cycloidem fupcr bafi 
horizontali natam , & cufpidcm in fupic na axis rcgione habcn- 
tem : quar adeo pcr data duo quarcunquc puncta duci poterit. 

ExEMPLUM IV. 
3J. Inter omnes curvas eidem abfcijfa refpondentes , eam deter- 
mlnare in cfua ft(y dxy^Cl + pp) maximum vel minimnm. 

Pro hac crgo formula propofita erit Z —y yj ( \ +pp ) & 
*Z= */ ~~ 1 ^V(i+//)+ y£$p i«utfiat A/=o 5 & * 

n 

N = ny n ~- V(i+//)atqueP= v (?+ tf y 

Qjoniam igitur cft M = o ; Patim pro curva quarfitahabe- 
bitur ifta xquatio fcmcl jam integrata Z -\-C^=Fp (30), quar 

noftro cafu fit / /( + ma" = ^f^. Qi">d fi 

ponatur conftans 4 = 0, prodibit 1 -+-// —?P> ^cu / = 00, 
farisfadccquc linca recfca normalis ad axcm. Gencratim vcro 

linea? fatisfacicntes repcrientur ex aequationc , qua? abit in y 

+ m a " v/( 1 +pp ) =0, feu = m*a 2H + w^V i qua: dat 



qu* 
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qux linea pcr data duo punda duci potcft. Si fucrit n = 
— { , ita ut y ^ x v/(i^+^) ^ cac efle max i mum ve i m ini mum; 

paritcr prodire dcbct linea bnchyftochrona ad axcm horizon- 
talem rclata; eritque pro ea x—fdj y 7 — - — ; qua? cum 

a — y 1 

prarccdente omnino congruit , dummodo coordinata* x 6c j in- 
ter fc commutentur. Erit fcilk ct , ut ante, curva fatisfaciens Cy* 
clois fupcr bafi horizontali rotando gcnerata , qualem per data 
duo quxcunque punda duccre licet. 

EXEMPLUM V. 



3 «5. Inter omnes curvas eidem abfcijft refpondentes cans detcrmi- 
nare , i» q ua ftt ^qj^p \ maximum vel minimum 

Formula ha»c ad formam confuctam , ope fubftitutionis dj —pdx> 

rcducla.abitinhanc/^-^ j eaquc reperiii folet, fi quarratur 

folidum rotundum rotationc curvar circa axem ortum , quod fe- 
cundum axis directionem in fluido motum minimam patiatur 
refiftentiam : refiftentia namque hoc cafu proportionalis cenfe- 

«ur bnOmfgfo feu fgg, Erit crgo Z = 

* ^= + 'Yt+ttP -- i,a ut fat M= ° > N 

= = W +tP- Cum *" fit •" 

una intcgratio gencralitcr fuccedit , critque a*quatio pro curva 
qusfita Z+C = PP, feu^ + M = M*+»\ qux abk 

in hanc *(i +/>/)* ==* /'7. $ Hujus arquationis autcm evo- 
lutio non ita poteft inftitui ut eliminetur /•> quare conveniet u- 
tramque coordinatam j & x per eandcm variabilem /> definiri. 

Ac primo quidem eft y = 4 ( 1 + ^ Deinde, ob dj=pdx; 

2 p 

G a eric 
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crit dx = il & x = fll = l +/*&. Qnod fi ergo 
t J t t tt h % 

loco y valor inventus fubftituatuY, prodibit x = < L-L±.J-LL 

+ sf J t (l +tt y =-(h +— -exqui- 
bus curva? conftru&io poteric confici, logarithmis in fubfi- 
dium vocandis. 

EXEMPLUM VI. 

37. hrvenire cnrv*m y in ftM ijd formuU fyxdx /(1 + Pp) 



Erit ergo z=y*>/( 1+//)» a f <l u e dZ^=ydxs) (i+/>/>) 
+ *diy/(i+PP)+ 2*'*** Hanc ob rcm habtbitur A/= 

ivti+»>, +//) & f = v frX/F) ; undc 

arquatio pro curva formabitur harc Ndx=z dP, quae fuggerit 

*d*m+n') — 7(7+77} + <, + „)»:»' feu 

— jr^y =^p^, ob </y —fdx. H.cc cft arquatio dif- 

ferentialis fccundi gradus , & quanquarn , ope idoncarum fcbfti- 
tutionum ea adformam fimpliciter difterentialem reduci potcft, eo 
quod variabiies x&y ubiquceundemdimenlionum numerumcon- 
ftituunt;tamen arquatio ifta diftVenrialis ita eft comparata.ut ncque 
intcgrari ncquc feparari poflir; deduci fcilicet potcft ad a?qi:ationcm 

hujus form.? + £ ^^ilLLpLl. Q^d cum ita fit, 

neque arquatio inventa xdx — ydy ad formam vcl 

fimpliorem vel commodiorem revocari poteft; hincquc nihil 
admodum de natura curva? imenta? judicare licet. Intcrim ra- 
men illa arquatio potentia duas arbitrarias conftantes invo vit , 
cx quo curva fctisfccicns per bina punfta dau duci poteft. 

E X E M- 
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ExEMPLUM VI L 

38. Itvemre curvam , m ^uaftt f( xx + yy f d x sj (i+pp) 
maxtmum vel miftimum. 

Cum hic fitZ = («f+;;)V(l+^), crit </Z = 

crgoN^^^xx+jj^jVO+^&P^^^ ; 
cx quo pro curva quarfita ifta habcbitur aequatio 

tnixx+yjf— 1 ,Jxy/ J (**+ryfp m 

V(r + ;i>) 

»">«+ jrj>) X p(xdx+yd!r) . Jp'xx + yyf 

v 7 ( 1 hRB + ~T7+JJ)^ ' qua? per 

t**+-f)f~~ l diviia, ac pcr V 0+/p) multiplicata , abit in 
a« 7 ^x = 2 « .v + (»«+»)Jy _ feu 2H(y«— *ft) 

^ 1 + />/> x*+7J> 

"^ - | -j- * ^ U i l,s arquatioois utrumque mcmbrum integra- 

bile eft per quadraturam circuli, fitquc imegrale a* A tang.- 

y 

= Atang./> + A tang.f =Atang, undc fiet - == 

tang. — . Arang. £_^ = *\ critque T funftio algebraica ip- 
fius/, dummodo iit 1* numerus rationalis. Cum ergo fit x 
= Tj , fcu , mm f , erit ^ =_* dx= d -±- »/| , five xaT 

= 7Vx — /TT^x^ idcoquc — + 

- unde prodi./*=/-Jl 7 _/ i ^ f , < , u « (lu i. 

dem ad conftruendam curvamabundc fatisfaciunr. Verum ut ha- 
rum curvarum, qu*prodef7nitisexponcntis»>aJoribus prodeunr, 
natura mciius cognofcatur , Cafus nonnulios comemplabimur. 

L Sit n = & i*=i ; erit Atang. - = A tang. i+Tn 

G 3. * *=* 
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*y </x H- ; qua? mrcgrata pracbet x 1 — / = 2 kxj + Ci 
qua? eft arquatio pro Hypcrbola aequilatera. 

II. Sit n— 1 , & 2 *= 2 crit 2 A tang. — = A tang. 
^,feuAtang.-^=Atang. J±£ , undc fil 

— *xx<& +»/y — xx^; qua' «itegrata dat jx l = x — } kx\ 
+ + C. fivc^+3*/* — 3 jx l — **»=£ 

III. Sit * = £ . fcu 2 » =3 ; crit 3 Atang. — = Atang. 
J*_5j£- A «ng. j^L, hincquc , / * „ - 

^ky x xdy x l dx + kx*dj ~ky l dx+y'dy — 3 fyx 1 dx — jjx^dyi 

qua: integrata dat y*x* — ky'x — ^x* + iyx* — ^y* = 
C, fcu/-|- +ky'x — 6/x l — ^kyx*+x* = C. 
Ex his jam cafibus colligi poterit a-quatio integralis pro valo- 

re quocunque ipfius n, Cum enim fit 2 * A tang. - = Atang. 
2 Hy 2n — l x— *»(»»— 'V»» — 0 ; »« — 3 X , + &c# 



^2«_2 1 .: 



~i. a. j. 4. ' 



i. 2. ' 

2» /„ _/ .v2» 



(> + x y/ — 1 )" fy-xv/~,f 

; 7; * ~ ; qua? redufta pra> 

C7+*v'— 0 V— i+(j—xV— 1) V— 1 

bct kdx(y+x y'— ,)*V— i+A^j-V— 0*V — X 
+ kd,(j+*i/— — kdj(j~ x*/ — i) 2 " 
= O+x y-— 1 ) 2 V— I + 4 (7— xsf— 0 2M , 
^•atc (f +xv/— 1 f n +dx ( >— V— i) 2M cujus intcgrale 

cft 
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cN(;-Mv/-i) J " + , -iO~^~i) J " +, = — 

+ c, fcu c^=cj+*v/ — i) 2a+l av—i + iy. 

+ O — * V— 0 2M+I (i— IV— i). At cft 
gcncralitcr O+xv^ — i) 2fl+I 4- Cj — xy/— i)*^" 1 = 
a (yj+xxy*** 1 ** cof. 2* Atang. p atquc . . * . . 

Cn. 2» A tang. -j-.Quibus valoribusfubftkutis, prodibir xqua- 

tio integralis ab imaginariis libcra ha?c 2 k (yy + x x ) < 2 " + ^ ^ 2 
Cn. 2« Atang. y = 2 (jy + xx) (zil + 0:2 cof. 2« Atang. j 

+ C : vel , ob conftantcs arbitrarias i & C, ifta C = 
(^+atx^+^c^ %m A tang. £ + * cof. 2* A 

tang. - ;,quar arquatio fcmpcrcft algcbraica, dummodo fue- 

rit h numcrus rationalis. Vel fi arcus quidam circularis arbi- 
trarius ponatur =f, curva qu*fita hujufmodi a?quatione C 

= (yy + xx) (2n+l > 2 f» (g+i„A tang. 1) cxprimi 

potcfti pofito radio circuli, quem hic contcmplamur , = 1. 

. S C H 0 L 1 0 N ///. 

3P. Si ergo, inter omnes curvascidcm abfcifla? refpondentes, 
ea debeat inveniri, in qua (wfZdx maximum vel minimum , 
exiftentc Z fundionc ipiarum x. y &/, ita ut fit 4Z = 2kf& 
+ #'/ + pro cuiva quaefita ifta habebitur arquatio 



• 
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W — j£ = o. Quonram autcm in Problcmatc pra?cedente : 

annotavimus, fi 2 tantum fucrit funttio ipfirum x & y , tum 
Mcthodo vulgari folutioncm abfolvi poffc : nam ut /Zdx fic 
maximum minimumve , etiam Z dx , ac proindc Z tale efle opdr- 
tet, refpe&u ad x habito ; & hanc ob rcm dirrercntiale ipfius 
d'Z. , fumto x conftantc, nihilo acquale poiitum dabit xquatio- 
nern pro curva quarfita. Similis Mcthodus fuccedcret in pra?- 
fentc Problematc , fi modo in diflcrcntiali ipiiusZ, quod ori- 
rur pofito x conftanre , atquc eft Ndy +■ Pdp , relatio intcr 
<fifterentialia dy & dp pateret , ut pcr dy diviiio inftitui, atque 
valor finitus nihilo xquandus erui polTct. Cum autcm iftam 
rclationcm inter dy & dp , .finc qua Mcthodus maximorum & 
minimorum vulgaris adhibcri ncquit, a priori dcfinire etiam- 
num non liccat, poterimuseam a pofteriori aflignare: Quia e- 

d P 

nim invcnta cft xquatio pro curva quxfita ha:c N — =o; 
intclligitur, hanc ex illa Ndy + Pdp y feu N+ ?~ p - oriri po- 
tuuTc , fi conftitiflet efle — ^ = ^ , fcu o = dP + 

d x dy p 
\ ob dy ~pdx. Qaocirca rclatio illa inter difFcrcntialia dy & 

dp ita erit comparata , ut contincatur xquatione pdP + Pdp 
= o i qtiac proprictas ad hanc rcdit ut conliderari dcbcat Pp 
tanquam conftans. Hinc ad Problemata rcfolvenda, in quibus 
curva quxiitur habcns valoremformular/*Z</jf maximum vcl mi- 
niinum , cxiftcntc dZ = Mdx + Ndy + Pdp > valor ip'tus Z 
dcbet diftercntiari , atque in diflerenriali Mdx+ Ndy + Pdp t 
loco Mdx poni dcbeat o, Ndy immutatum rclinqui , tum s ero loco 
Pdp fcribi — pdP\ & id quod cmergit nihilo aequa'e poni. 
Hoc enimpa<5k> obtinebitur Ndy — pdP =o; qux a-quatio, 

A P 

ob dy—pdx } tranfit in hanc N — — = o, qux eft ea ipia 

quam invcnimus. Defidcratur itaque Mcthodus a refolutione 
geoinetrica & lineari libera , qua patcat in taii im eftigatione ma« 
ximi minimive loco Pdp faibi debere — pdP. 

Pro- 
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PrOPOSITIO IV. PROBLEMA. 

40. Si Z fuerit /nn^ic ipftrnm x , y , p ejr q , itd *t fn d Z 
= Mdx+Ndy + Pdp+Qdq { invenire, inter emnes c*r- 
vas eidem dbfcijft refpcndcntcs , cdm in fu4 Jit fZdx nuxmmr. 
vcl minimum. 

S 0 L V T I 0. 

Valor fbrmulac inregraIis/*Z</x evolvitur in binas has fer"e> 
Zdx + Zdx + i?Vx + + &c. & ^ +z^f + z„ dx 
+ &c. quarum aggregatum maximum erit vel minimum , fi fin- 
gulorum tcrminorum v alores difTerentiales , qui oriuntur augen- 
do applicatam/ particula n», colligantur, & nihilo arquentur. 
Tali autem applicata? / incremento mutationem patiuntur litte- 
tmf i f, f*i f t , f , f'i adeoquc ii tantura termini in quibus id 
ta* littera* infunt, hoc eft termini z t dx , zdx & z" dx. Ad 
horum terminorum atigmcnta.ex tranflatione pun&i n in» orta 
invenienda , diffcrentientur ii , ct irquc 

d. Zdx = dx ( Mdx + N'df+ Pdp' + Qdf ) 
d. zdx = dx ( Mdx + Ndy + Pdp + QJ f ) 
d.Z t dx = dx(M t dx + N t dy t +?,dp l +Q L d< li >) 

Jam vero , quia abfcifii x ab Ula tranflatione non aTicitur , po- 
nendum eft ubiquc dx =•= o : deinde vcro rcliquorum dirTeren- 
tialium valores ex tranflatione pun&i n in » orti , pcr primam 
hujus Capitis Propolitioncm ita fchabebunt: 



#= + », 
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His aTffercntialium pcr n , cxpreuorum valoribus fubititutis, 
prodibit fequens valor dirTerentialis, n,.dx(N — jg + £ 4- J*. 

- 3£+ &> = - C»- £ + d« 

li + ob — Q- uaraobr em pro cur- 

va quxfita ifla habcbitur scquatio # — Jx + ^j^" = °* 
£2, E. L 

C O R O t L. L 

41. Qiiod fi ergo in maximi minimivc rbrmula fzdx infint 
etiam dirTcrentialia fecundi gradus , feu , quod idem eft , fi Z 
fiierit functio ipfarum x , j , j> & y ; ita ut fit = Mdx 
+ JWj + Pdj> + QJq i a-quatio pro curva quacfita crit N — 

±£ + o ; quar racile cx diffcrentiali ipfius Z forma- 

bicur. • 

COROLL. II. 

42. Si quantitas Qjpfa involvit 7 vel difFerentib-dinerentia- 
Ie ipfius y, tum ddQ contincbit dirTerentialia quarti ordinis , in 
hocque gcncrc crit scquatio pro curva inventa. Ex quo cur- 
va iatislaciens oer auatuor data nunc"la traduci noterit. 

C O R O L L. III. 

43 . Si igitur in contineatur 7 , tum Problema ita deter- 
minate proponendum erit, ut inter omncs curvas per quatuor 
data puncta duclas ca dcfiniatur , in quafzdx fit maximum 
vel minimum. 

SCHOLION T. 

44. Ponamus in £.non coRtincri ut inveitigcraus cujuf- 

nam 
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nam gradus fiitura fit aequatio diffcrcntialis refultans. Accidk 
autemhoc, fi maximi minimivc fbrmula propofita fuerit hujuC- 
modi fZqdx^ exiftcnte Z fun&ionc tantum ipfarum x t j & 
p : ira uc lic dZ - - Mdx + Ndj + Pdp. Hinc igitur cric 
d.Zf = Mfdx + N$dj + Pgdf+Zdf: unde pro curva 

quaefita orictur arquatio fuec o = Nf — dx t££ m 

^ dMAxA- ANA<,+ NAAy + PAAr + Apjp fe uo — 2 

4- i*L^~ fdN ^ vc | o ___ _j_ dM +p dN : quat a?qui- 
pollet tantum arquationi differcntialis fecundi gradus , propcer 
dp = quod incft- Si igitur curva defiderctur , in qua fit 

fZqdx maximum vel minimum , cxiftente Z funcrione ipfa- 
rum *, f atquc dZ— Mdx-\- Ndj + Pdp •> procur- 
va quxfita habebkur atquatio o = dM 4- iNdp 4- p dN. 

C O R o L L. IV. 

4J. Ut revcrtamur ad arquationem invcntam JN — -^4- j^* 

= o i patet cam forc gcneraliter integrabilcm fi fit N= o , 
hoc cft li in Z non contineatur j s prodibit enlm integrando 

C — P 4- j^= o. Si infupcr fitf = o, altera integratio fuc- 

ccdk , qua prodit Cx + D — Qj= o. 

i 

COROLL. V, 

46*. Si fit M= o , pariter una integratio In genere fucce* 
dit : cum enim fit d Z = 4- W/ + Qi^ J multiplicetur 

a?quatio# — 4^ -f- ? = o pcr ^ > Teu , habcbkur Jty 

d x d X 

— /k/P + ^=0. Addatur dZ—Hdj—?<lf — 

H * 04 
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QJl = o, oricrur dZ — pdP — Pdp + tiJLS- — QJf 

= o ; cujus integrale cft 2 — Pp + f ^ — Qf = C- 

C O R O L L. VI 

47. Si fucrlt & JM= o & Ys= o ; crit primo , ob N — o , 

*t fupra, C — P + j> = o.Dcindccumfit dZ^==PJp + QJp 

xnultiplicctur illa arqurtio pcr dp, fcu fdx t crit CJp — PJp 
+ qJQ-=o: adi'atur P Jp + QJq — J Z =~ oj prodibit 
CJp + QJ?+ ?JQ — JZ — o. cujus integraHs eft Cp 
+ D +Qj — 2 = o 

5 C H 0 L l 0 N II. 

48. Si nexum arquationis invcntar pro curva quarrttft , quae 
habcat /ZJx maxinwm minimumvc , cum di Vcrcntiali ipfius 
Z infpiciamusi dctcrminare licebit rtLinoiem iner diiTercmialia 
dy , Jp & d$, ut differcntiale iplius Z nihilo acqualc poiirum, 
prabeat arouationcm pro curva quarfira. Cum enim lit dZ-= 
Mdx + Ndy + Pdp + Qdfi comparctur cum hac ibrma 

aequatio procurva,# — jij +- = o , fcu ha?c pcr 

dy=pdx multiplicata , quae crlt Ndy — / d P + f j-Q- = o ; 

onde patet , in differcntiali ipfius 2, loco Mdx fcribi dcbcrc o , 
at terminumiW/ invariatum rclinqui, porro loco Pdp fcri- 

bcndum effe — fdP, ac loco Qdq poni debcrc ^ j - ^ Ve- 

rum quoad harc a priori pateant , prarfrabit formam xquationls 
invcntae retinere, quippc qua? facilemcmoria teneri poteft. Ca> 
terum notandum cft Problemata huc pertinentia omnino cffc no- 
va, nequc adhuc ab iis qui aiias dc hoc argumento fcripfcrunt 
pertraftata. Alias enim Scriptorcs maximi minimivc formulas 
coiucmplari non confucverunt, nifi inquibus ad iummum dif- 

feren- 
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ferentialia coordinatarum primi gradus ineflcnr. Qaimob-. 
rcmeo magis erit operar pretium naturam htijufmodi Problema- 
tum accuratius indagare, atque inprimis oftendere, quomodo 
curva? fatisfuclcntes quatuor pun&a , per qua? tranfeant , ad fui 
determinationcm admittant. Hunc in fTnem fequentia Exem- 
pla adjicere vifum eft ; atque in fingulis indicare , quae ad ma- 
jorem illuftrationem facere potcrunt. 

Exempldm 1. 

4<?. bivemre cxrvam, in qtt* ftt { — 1 mdximum vtl mi* 

x dy 

mmntn. 

Ifta maximi mimmivc formula, ope fubftitutionum dy^pdx; 
& ddj = qdx\ abit in hanc f J -^- i qua? cum fic fi- 

X f 

milis formula? §. 44 tradata? /Zadx, ubi in Z tantum x, y& 

n 

f contineri pofuimus , fiet , comparatione inftituta , Z = JL_ ( 
UiZ—lQ?. -IJl , „„d e eri « M 

x f x f x f* 

=£r »r = «P- 

x f x f X 

Cum igitur pro curva quaefita , inventa fit harc arquatio o = 
dM + iNdf+pdN=dM+Ndp + d.Np s habebimus 

pro noftro cafu hanc asquationem o = '"("'^ tp*—** — 



n , »-1, , . n— 3 , 

12 il +jslJ± +n it 1 *i*zzil y *y 

n + 1 " m t j 1 m ' m 



m + 1 

tt x t 

H * 
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— mu ? qu* muI%Kcata pct JL_i-mutaturinhanc 

© —-»,(»4-1;^-- mnxpdy + mxydp + »x*pdp + 
»<n— —mnxpdj. &ao=*mtm+t)f4tf 

— %m»xypdy + n(» — x) *" p x dy + mxy x dp+»x x ypdp: 
qua? eft arquatio difFercntialis fccundi gradus, qux, pofito y=s 

/ vix rcducerurad iftam primi gradus m[m + i)vdx +mxdv 

— m ( 2 n — x )xv x dx+»x x vdv + n x x x v x dx =o. Quod 
fi autem ponamus m = o , ita ut maximum minimumve eue 

debcat f\y iy * habcbitur hajc a?quatio ( » — t^pdy+ydp 
= o, qux intcgrata dablz y^ 1 p = Qfcu y*^ 1 dy=Cdxi 

harcquc dcnuo intcgrata prarbct/ = Cx+D. Sin autempo- 
namus»=o,ita ut maximum minimumve eflc debeat harc ior- 

mula/i^-; crit (m+i)dy + xdp=o , k\i(m+i)pdx+xdp 
x dy 

=o, cujus integralecft x m+1 p===C,kndj=Cx " *d*; 
qua? dcnuo intcgrata dat y = + D. Patet autem in 



his curvis inventis formulam propofitam ficri maximum , 
verominimum; namfi fumacur lineare&a, ob ddy =o, mani- 
xcftum eft valorem formular propofita: minorcm forc pro rcfta U- 
nea quam pro curvis invcntis. 



SCHOLIOS III. 



50. Ratio hic aflignari poteft, cur hujufmodi qua:ftiones, in 
quibus fZqdx maximum minimumve cffe debet, deducant 
tanrum ad a:quationcm diffcrentialcm fccundi gradus, ideoque 
qua-ftionibus prarcedentis Problcmatis potius fint adnumeranda», 
fiquidcra Z fucrit funttio ipfarum x 8c j & p. Nam per rc- 

du&io- 
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AD CVRVAS 1NVEN1ENDAS ABS&LUTA. 6} 
du&onem inregralium formula fzq dx, kuf zd ^J , rcduci po- 

teft adtalemformam T + fVdx, \ n qua T & rfint funaio- 
ncs ipfarum *>y&p tantum, non amplius involventes f. Cum 
igitur T fit quantitas abfoluta, arque idcirco in maximi minimi- 
vc inquifitionem non cadat, formula fzq dx fict maxima vel 
minima, CifVdx talis rcddatur ; adeo ut hujufmodi formula; 
fZfdx Teduci qucant ad prarcedenris Problcmatis ftatum; undc 
mirumnoneft, quod procurvis fatisfacientibus xquatio diffcren- 
tialis fccundi gradus dunraxat repcriatur. Quo autcm mcmo- 
rata rcduftio formula? fZ f dx lcufzdpzd T + fVdx me- 
lius percipiatur; ponamus, cumTfit functio ipfarum *,*&», 
cffc dT ^= ^dx + a-dy + rdp =^ C ? + cp )dx + rdpi & 

cx arqualitate/Z^/ = r-r-/^^, erit Zdp~(. + T p )dx 

+ rdp + Vdx i unde concluditurr = z& K= o T p. 

Quamobrem ipfa ha?c rcdu<ftio fequcnti modo inftitucrur ; 
integrctur formula Zdp pofiris x & y conftantibus, & intcgra- 
IC ent fun&io ipfarum x , j &/>, qua? vocctur T. Deinde dif- 
fercntictur harc fun&io F, poncndo / confians, & 



ncgativc fumtum dabit Vdx 3 critquc V functio ipfarum x 
&/non continens^. Quoties igitur rcddi debct hujufmodi 
formula/z f ^x maximum minimumve, ac z eft fun<3io ipfa- 
rum x & y & / ; tum qua?ftio, ctiamfi videaturad prarfcns Pro- 
blcma pcrtinere, tamen ftatimad Problcma praxedens reduce- 

mr. Ita fi fumamus hnmkmf-*^&J& , h*c fecile 

transformatur in flp —nfy^ ^//:imdcmaximumve!mi- 
nimumefre debebitharcformuIa/ 7 ,, -" , ^/ / , kufy 1 ^ 1 pdxlp, 
quarpcr prarccdens Problema traSata, dabit z^f^plp^ 
dz = r>— xyy^dyplp +y 1r ~ 1 dp(i +lp); crirque M 

=o, N^r*-!)/-- 2 ,/, » (l+//) . Atob 

• T,°^ * n J' 30 pro mrv * ^ Clt2L invcnta eft aequa- 
tioz-j- L =Fp 3 qua? ad noftrum cafum accommodata pra> 

bet 
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C; qu* Cft ia ipfi *q«ack>, quam antc pro eodcm cafu «n fo- 
lutlone ExcmpH invenimus. Hanc ob rcm ad Exempla huic 
Problemati propria progrcdiamur. 

EXEMPLUM IL 

fig, j, „. Invenire curvdtn A m,f eumfaeve/utaAK 

mKmp™ '«« > mmmm^Mum A R m tncludat. 

Pofitis abfciiTaAM = x, applicataMm==;; erit radius 

ofculi m R-=- f, + ^ ,: l i area autcm ARm eft = 
m R. * vYi +^;;%xquaminimumeflcoporret hancfor- 

mulam/^7 1 dx . Erit itaque z = > 

_ 4(1+/?)%^ f. 4-»« ,> 'i . unde fit Af= o , 

y^pLlil^^^O.--^^- Cum 
nunc fit ilf=o & Z=oi erit, P er Coroll. 6, arquatio pro 
curva qusfita z = Z> 4- C> + Qjf . fcu ' = 
C/ (±±llL a hoc cft 2 ( i == Df + C^. Quoniam 

, A , r jt JL+if 

cujus intcgrale eft x = ^p^; + 2 * y ( i + / i + f I 

j. i/ <*P - 4- f . mutatis pro lubitu conftantibus, habcbitur 
^ J i-t-tf 

x = £±i£+i£i + b A tang. />. Dcinde quia cft dy mu 
erhytlfpJx =f x — f* df % idcoque ; = 

x ~f A tang./ 
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Arang.,_-*^^ -f^^^K^, 

= Arang.,— t bf^JL. Hinc eric 

i -rPP y ' i + PP 

+ (' — 4) Atang. p~cp — f + ("--Ot+lk + Pn 

+ ( f — ') A tang. p. Atque ex his quidem ipfarum x8cy valori- 
bus pcr^ invcnris, curva qua?(ira per daraquatuor punda duci at- 
quc conftrui porcft. Verum ut ipfa curva qualis fit cognofcarur, eli- 

minerur A rang./ ; cntquc A tang.j = y — - T+TT^ 

^+,_<i___„ 
— r—~ a — r+77 ; at( i uc h,nc («H 

__ (_ ^ *.Q + 2* < c «)>> + 'cc ac bb — bf ) VP 

r\ • ..»+/* 

l^uoniam autem ipfa curva non mutatur , etiamfi coordi- 
nata: conftante quantitate vcl augcantur vcl diminuanrur , erit 

— b 3 — yy—tc—ay^bic—*» , f 

I +p p 1 

quc a loco <■ — 4, habcbitur *x — by = **—«" + ***? . 

i +?/ 

& fubtrafla conftantc crit — b 1 — -—Jl+ 2 " b ? — b H l 

_ l+/>? 
hincquc — a x) = _/~_JL- . Ponarur arcus curva; 

=s w ; crit = \'( i +/>/) ; unde emergct iftaa-quatio 

primit autem by — ax multiplum abfciffc fupcr alio quodam 
axe fixo aflumta? , cui adco quadratum arcus refpondcnris cft 
proportionale. Ex quo inrclligirur curvam quarfiro refpondcn- 
tcm eflfe Cycloidcm , qua» per quatuor dara punda dcrermina- 
tur, atque fic defcripra inter omnes aiias curvas percadcmqua- 
tuor punda duftas, minimumcum fua evoluta concludit fparium. 
Eulcri dc Max. & Min. I Con- 
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Condufio harc idco aliquantum difficilior fada eft, quod Cy- 
dois pro recla quacunque inftar axis aflumpta quaiito latisfaciar, 
atquc aequatio pro axe quocunque admodum fiat intricara. Si 
autem vcl 4 vel b pofuilfcmus = o , quo quidcm cxtcnfio fo- 
Iutionis non fuiflet rcftricta ; aujuatio pro Cycloide ftatim pro- 
diuTet. 

EXEMPLUM III. 

— 

ji. Invenire curvam , w <]tu fit f '{ > dtnotantt « radium 
tfcnlt , cr dw elemtntnm curv* , muximum vd mmimum. 

Pcr pofitioncs ante fhvftas cft d^—dxyj (i-f-//>) &f = 

V ^ I undc maximi minimivctormula erit/ C i±^ 

hincque fit Z = Li±l£_ & *>Z = 

« « t j 

Quamobrcm crit J/= o , tf=o, Xt-f/>/0 ' V, 

& 0.= . Cum autcm^fit Af = 0 

? 

& *T = o , crit, pcr §. 47 , = Cp + D + Qjj ; ideoquc 

/. _t_ , \(j«*0 :1 , , v(]»h):i 

l l 1 

f* + i)( 1 +//) (3W + I):2 = f C?+D) f ; atque 

( }«rti):M , 

binc ^-1^77- = t > «8» <* = 
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Hic aurcm merito fufpicari licet , arquationcm ruturam cfle fim- 
pliciorcm , fi alius axis accipiatur. Hanc ob rcm concipiamus 
alium axem in quo abfcuTa fit = / , applicata == v; fitquc 

, dv — sdt\ ac ponaturx = * ' + 0 1 & j =_ ^iZZ^ _ 
pofito y = \/ (** + /3* ). Erit crgo -f*= + 

ro autcm erit C+Dp = "C+/3P + ' ( Gc— a p) 

^ ct+[b)s » 

.His 



(.+*/) U " t,)! " 



fubftitutis, crit x= •il±41*- s= *t*±Qrtir fi 
to /3 C = « _9 , & mutata conftante. Porro autcm fit <*" y 

— — y (7+77)^ con J unairn P rod ' r ^ 

~ ^ + ^v.us,****- ( -^ )T} ,7To^,' Cumnunc 
has coordinatas arque x& y appellare poffimus ac prccedemes, 
fiet s =/, atquc dx = ___£ — _ , & //* 

; — ; — ^XivrrjFTS» q«* « prarccdcntibus oriuntur, fi ibi po- 
C 1 +f/>; r 

natur _D = o: cx quo perfpicuum eft, latitudini folutionis fu- 
pcnoris , in qua inerat C+Dp, nihil omnino decedere, ctfi 
ponatur D = o. Eadem fcilicet prodit linea curva , quicunque 

I 2 valor 
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valor littcra? D tribuatur, ctiamfi alia arquatio inter x & y pro- 
vcniat; verumtamcn ad alium axcm rclata. Notarc inrerim con- 
venit pluribus cafibus curvam algebraicam fatiiraccrc ; quorum 

quafi primus eft fi * = i, quo crit x = / aAp t , = 

'jSl±M.^f^l£L^ Si^ undc fiet 

Cih-^/>) 3:2 = — — » > <i i,ibus fiib ^- 

tutis rcfultat ( a # + f ) V 7 Cv* — — 1 )> «<l uatio 
algcbraica pro curva, cafu quo eft n — \. 

£ X E M P L U M I V. 

iy Invenire curvam , in fU4 fit valor hujus formuU f ^ ^ - 
gmnium nnmmus. 

Patet primo maximum locum haberc non pofTe , quia in li- 
nea refta fit ddy=o ; ideoquc valor formular propolnx infi- 
nitc magnus. Quaroobrem vidcndum eft in quanam linca cur- 

va fiat valor formular f*-'l^— minimus. Harc autcm formu- 

dx 

Ia pcr fubftitutiones noftras abit in hanc/^-- ; critquc z = 
U,& dz ss *t£ ±**L—Zl£3 l eritcrgoA/=o.# = 

2- , & P = — , & Q — — — . Qiioniam autcm eft A/=oi. 
curva quaefira lequenti exprimctur arquationc Z — Pj> — Qjj 
-f-^^= C, ut Coroll. j eft oftenfum. Quamobrem ifta. 



provcnict arquatio — — d. y — =z C Jcw^P + ~= — 

r 1 q dx qq pq p qq 

+l£l — *21*3 y QbJj—fAx. Qaiavcroeft df^fdx y 

qq q. 



ent 



Digitized by Google 



jfD CJJRVAS INVENIENDAS ABSOLTJTA. 69 

Ctlt idcoque = >Jl-.W*l 9 vd 

qq q fq 1 P qq q* 

2g = — ^qq * 1 ' ^'P onaturcon ^ ans '= 0 ) tuec acquatio 
fict intcgrabilis , critquc y — bqq & q = V ^ ~ i& ^ ^ > 
undc fit ?dp = dy V rj Jri ^qu^ kitegrarido f -£ = \y y/ JL 
+ r, fcu, mtitatis conftantibus , / f^- . jy^* » &/ = 

hin «" u<: 77757-.- Po - 

natur dcnuo 4 = 0 , crit.v— & *xj = b x c ; quae eft 
arquatio maxime fpccialis pro curva quaeftioni fotisfacicnte. 

EX£MPLUM V. 

54. Invcairc curvam , £m y£r valor hujns formnU fq n dx, 

fiu f — 2n——~i ' M * xim * s rmnimus., , 
dx 

Habctur crgo Z = ^,ScdZ=»^ dq ; unde erir 
M=o> N= o, P = o, &Q = »q" r . Cum igitur 
jcquatio pro curva iatisfaciente fit hax -j-5=so a crit dQj= 

*dx & 0=^=^ «*+ 0; hincque *= (« *+0 ) 1 : C * ~~ 0 
— a quo fict/ = («x + /3) M:(M — l} 4-y = ^i 

& tandem ; = (*x+/3) (JH ~ ,): °"" ,) 4-y*+Vj 
ubi coefficicntcs pcr integrationes ingreffos in conftantibus fumus 
complcxi. Curva; igitur fatisfacicntcs perpetuo funt algcbrai- 
car; cxccpto cafu, quo eft* = r, tum cnim poftrema intcgra- 

I 3 tio 
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fiop*bebitj_~-/C«*+0)+r* + '• Qi? od ad ca - 
fum n — i attinct , ille in inveftigationcm maximorum 
& minimorum ncquidcm incurrit ; cum formuia fq d x non 
fit indctcrminata , fcd dcterminatum valorcm , puta/, ob qdx 

— df , rcfcrat. Carrcrum patet , cvanclccnte tcrmino ( * x 

H-<3)^ 2M 1 )•* C» 1 ) , lineam rectam qux fito fatisface- 
rc, ob y~yx+J. Scilicct fi quatuor punfta data , per quae 
curva quirfita tranfirc dcbeat, fint in direftum pofita; tum ipfa 
linca rccta, prae omnibus rcliquis lincis pcr eadem quatuor punc- 
ta tranfcuntibus , quarfito fatibfacict. 

EXEMPLUM VI. 

^j. Invemre curvam^ in quafitC-^— maximum vel mtnt- 
mum. 

*_*j idcoqueA/_^;tf_ —--*>-; P _-^,&Q — 
. Quorumtcrminorum cum nullus cvancfcat, acquatio 

- . X/> I j X I j. X» 

pro curva quafita erity^ __*_.__ 

r x/v/x 2 , ^/x* xdxdy xdxdq, , , pdx 

= 0,fcU0_ ? ~ + — — jyJ+^C — 

- ^ + >4/--7^) J velo_,V** 

O— */) 4Jff^ C- V J7— +#) + 6xfpdq x rxfpqddq. 

Qux cft arquatio diftcrentialis quarti ordinis , quae utrum intc- 
grari poffit , an non , haud facilc pitct ; ncquc ctiam opera; 
pretiumcft in modum eam integrandi dtligcntius inquirere ; quo- 
niam hic cafus non ex folutione Problcmatis alicujus utilis eft 

natus , 



V 
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natus , fed fortuito excogitatus. Hoc autcm Excmplum ideo ad- 
jicere vifum eft , ut cafus habeatur, quo folutio non folum ad 
arquationem dirfcrentialcm quarti ordinis afcendit . fed etiam 
ncque per fubfidia gencralia fupra allata ad gradum inferiorem 
pcrduci queat. Praecedentia enim Exempla cuncla ita funt com- 
parata , ut per rcgulas gcnerales in Corollariis expofitas ftatim 
xquatio pro curva quaefita infcrioris gradus diffcrentialis erui 
potucric. 

Propositio V. Problema. 

{ 6. Invemre curvam^ in qua ftt valor formula fZd x maxt* 

mus vcl mimmusy extftcntc Z ejufinodi funclione , qu* dtfferentia- 

lia cujufvis gradus involvat , ita ut fit d Z = M d x + N d y 
-r-Pdp + Qdq+Rdr+Sds-r-Tdt + &c . 

S O L V T I O. 

Quoniam translatio pun&i n in t pntcedcntia clemcnra ma- Flg 
gis arficit , quam fequentia ; unicum enim fcquens elementum 
aflkit, at in pra?ccdentia co ulterius cxtcnditur, quo altiorum 
ordinum difTercntialia adfint; hancobrcm cxpediet aliquam an- 
tcriorem applicatam , uti H h , pro prima accipcre , ita ut muta- 
tio ex particula n » applicatx N n adje&a non citra H h por- 
rigatur ; id quod evcniet fi in Z dirTercntialia non ultra fcxtum 
ordincm afccndant. Sufficiet autein valorcm ipfius dZ ad tcr- 
minum Tdt ufquc cxtendere, quiaex ipfa folutione modusfa- 
cile colligetur cam ad quotcunque ulteriorcs terminos accom- 
modandi. Pratcrca , quia in hoc Problemate prarcedentia om- 
nia continentur, conftabit fimul folutioncm pcrpetuo eandcm 
prodirc , quaecunque applicata particula quadam infinite parva , 
uti nr, augcatur. Sit igitur AH=x, & Hh=7, refpon- 
dcbunt fingulis punttis abfcifla? H,I,K,L,M,N,0 &c, 
valores littcrarum p , 7, r, / &c. ut fcquitur : 



H 



7 — -i^ 
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H 
I 

K 
L 
M 
N 



7- 



> 

K ' 
y • 



f » 
1 > 

1 



r, 

r», 
r», 

r , 

1 M 

r , 

u 

r . 



s\ 
s 

I \/ 
s » 



t 

i 

t" 
i" 



Hi autcm finguli valorcs a tranflationc n in » fequcntia aug- 
mcnta accipicnt , qua? cx Propofitione prima, debita mutatio- 
nc fignorum adliibita, ita (c habcbunt. 



dy = O 


4'= 0 


//= 0 




// = 0 


dj'=+H, 


df> =3 0 


0 


//= 0 








dq~= 0 


dq'=' 0 


Y= 0 


*"'=+& 






dr = 0 


<//= 0 


*•=+£ 








ds~ 0 




//= _ e » 




* = t? 


Vj =+*? 


m T3? 






* 32 


*r=+^ 





Quoniam porro valor formula* /Z</x abfcifix A H rcfpondet, 
ifque a ttanflatione punfti n in * non mutatur , fcqucntibus abf- 
cifla? clcmcntis valores formula? fZdx rtfpondcnt, qui in hac 
Tabula cxhibentur. 



Elemento 
HI 
IK 
KL 
LM 
MN 
NO 



rcfpondct 

Zdx 

Z'dx 

7."dx 
Z"'dx 
Z'"dx 
Z'dx 



Adho- 
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Ad horum valorum incrcmenta , ex tranflatione punfti n in » 
oriunda , invenienda , fingulos hos valores dinerentiari , Jocoquc 
differentialium dy^ dp, dq, dr, ds t dt cum ipforum derivati- 
vis valores fupra aflignacos Sc per n t exprelTos fublKcui oportet; 
critquc ut lequitur: 

d.Zdx=np.dx(£y 
d.Z'dx=n*.dx(ff — £) 

dx dx' * 

d.Z dx—n,.dx(N — _ + ^ ir — _+____) 

Qiiia jam haec fola elcmcnta a tranfpofitione pun&i n in 1 alre- 
rantcr & incrementacapiunt, fumma horum incremcntorum da- 
bit integrum valorcm differentialem , quem formula fzdx ad 
totam abfcuTam AZ exteruaaccipiti qui igitur eric 

r + N v 

\ r» + ?"< 
1 ~~Tx 

dx 1 



+ 



S V — 4S'" + 6S'"—4S' + S' 
j „i 



dx 



r"+ yr M — ior" + ioT' — <T*+T 

Jx* 

Singula autem ha»c membra pcr diffcrcntiaiia commode & fuc- 
rincte cxprimi poterunt : erit cnim, 

Eulcri dcMax.&Mm. K .— P \ 
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+q:~^qi v +oi" =+jjq:' 

+ S - __ 4 r' + 6 § «' * + s> __ + /j» 

-r+^r- , 0 r"+ioT f — jr + r = — 

Qtiamobrcm formula» fzdx integer valor differentialis ex par- 

tP ,v Mg'^ £g 

<*x + <*x» <*x». 



ticula nr ortus,erit = n tf w —^' + 



+ t~S ^J). Hk autcm, quia omncs tcnnini funt homo- 

gcnei , fignatura? tuto omitti poflunt , cvancfcit enim difcrimcn 
inrer W & N, itcmque inter dP^&dP, reliquaque. Quo- 
circa habcbitur formulae fZdx ifte valor differentialis 

ex quo fimul valor difierentialis fbrmula» fzdx colligi poteft ; 
fiinZaltiora etiam dirTcrcntialia inelTent. Quare fi curva qua> 
ratur , quar habcat/* Zdx maximum vcl minimum pro data abfcifla, 
fueritque dZ = Mdx+ Ndy + Pdp + Qdq + Rdr + Sds 
+ Tdt + &c. crit primum formular fzdx valor difTerentia- 
Us hic : 

CN— rx + j* — -^ + jg*— ^ +&c.) 
Hincque pro curva quacfita orietur ifta arquatio 

°— * — 75 + Sg— + — *v+ &c - 1 

C O R O L L. L 

57. In fbrmula fzdx, uti eam tradavimus, quantitas z 
continet difTerentialia quinti gradiu : fi quidem in differcntiali. 

ipfius 



1 
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ipfius JZ—MJx+ NJy + QJq + Rdr + JV/ 

4- TV/ tcrminus IV/ cft ultimus. Cum igitur in Tadhuc in- 
fint diffcrentialia quinti gradus feu /, pcrfpicuum cft xquatio- 
ncm pro curva quarfita forc diffcrentialcm decimi gradus. 

• * 

C O R O L L. II. 

58. Hinc intclligiturpcrpctuo arquationcm differentialcm pro 
curvaad gradum duplo altiorem aicendere dcbcrc, quam fuc- 
rit ipfa formula maximi minimive. Ponimus enim , in ultimo 
tcrmino Tdt , quantitatem Tadhuc / in fc compie&i : nifi enim 
hoc effct, duobus gradibus xquatio dcprimeretur, uriex §. 50 
colligcrc liccc 

C O R O L L. III. 

yp. Si igitur in Z differentialia gradus * contineanrur , tum 
arquatio pro curva differentialis crit gradus 2 * : & hanc ob rem 
totidem novas conftantes arbitrarias poteftate in k continet. 

C O R O L l, IV. , 

60. Ob tot igitur conftantes arbitrarlas, totldem punclaad 
Problema determinandum propofita effe oportct ; ita fcilicet 
Problema, utfit detenninatum , cnuntiari debebit; Inter omnes 
curvas per data 2* pun&a tranfeuntcs, dctcrminare eam in 
qua fit /Zdx maximumvel minimum, fiquidcm quantitas Z 
complcctatur diffcrcntialia * gradus. 

C O R O L L. V. 

1 

% 

tff. Ob n igitur numcrum integrum, numerus puntftorum , 
quo Problema detcrminabitur, femper erit par. Sic, vel nul- 
lum pun&um, vel duo, vcl quatuor, vcl fcx, vel o&o punfo, 
& i;a porro , ad Probkmatis detcrminationem rcquiruntur. 

K % SCHO- 
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6i. Ex grndu differenttilitMtis igitur , ad quem arqtiatio pr6 
curva inventa aflltrgit , vel ex numero punctorum per quae cur- 
vam fatisfacientem tranfire oportet , hujufmodi Problcmata com- 
modi- in ClalTes difrribui poterunt. Ad primam igitur Claflem 
ea refcrentur Problemata, in quibus abfolute quanitur lineacur- 
■va, qux pro data abfcifla habeat valorcm pLdx maximum vcl 
rrinimum; talia Problemata cum in Propofitione fecunda con- 
tincnrur, tum etiam in tertia, iis cafibus quos $. §. 16 & 17 
CNpoluimus ; his fcilicct cafibus folutio prarbet curvam dctermi- 
natam quxfito fatisfacientcm. Claflis fccunda ea comple<3itur 
Problemata, quorum folutio ad arquationcm dirTcrentialem fe- 
cundi gradus perducit: harcque duo pundaad fui detcrminatio- 
iitm pofcunt; & ita proponi dcbent, uc mter omncs curvas pcr 
dara duo punda cranfcuntes ca definiatur, in qua fit ft.dx ma- 
ximurr. vcl minimum : cujufmodi Problcmata in Propofitioneter- 
t.a foluta dedimus. Porro ad tertiam Claflem pcrtincnt Pro- 
b'emaca in Propofitionc quarta craclata, quar ita fe habent , 
ut inrer omnes curvas pcr quaruor data punc^a tranfeuntcs de- 
rcrminetur ca quae habear/2<f*x maximum veiminimum. Simili 
modo quarta Claflis poftulat ad detcrminationem fcx punda. , 
cjuinta o&o, &itaporro , quas Clafles omnes in pra-fentc Pro- 
blemate fumur complexu Cartcrum etfi acquatio inventa ad tan- 
tum difFerencialiUm gradum afccndit, tamcn farpius generaliter 
inrcgrationcm unam vel ptores admittit, cujufmodi cafusinpra- 
rcdentibus Problematibusnonnulloscxhibuimus. Hanc ob rcm 
videamus ctiam quibus cafibus arquacio noftra gcneralis integra- 
tioncm , vel unam vcl plurcs , admittat ; ut in allatis Excmplis 
ftartm viJere lkear, utrum ea in his cafibus contineantur an fe- 
t us. Hujufmodi autem cafus potiflimum funt duo , in quorum 
.ilrcro eft N=- o , in altcro M^=r. o , a quibus deinccps alii ca- 
fus pcndcnt, quos hic cvolvcmus.. 
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C A S U S l 

61. Sit in maximi minimive formula/Z^x terminus N = 0 ; 
Ita ut fit dZ = Mdx + Pdp + Qd 9 + Rdr+Sds + Scc. 

Hoc crgo cafu aequatio procurva erit haec, 0 = — — + 

difl d*R d*S d> T ' . * 

■5«. — j x » + J^r — + &C qu*, per dx multiplw 

cata , fit integrabilis , prodibitque 

0 ^A-p+ifi-i^ + ff -fr+&c. 

Casus II. 

£4. Sit&tf=o&P = o, itzutfitJZ = Mdx+Qda 
+ Rdr+Sds + Tdt + &c. 7 

Quoniam cft N=o 3 una integratio jam fucceflit, habctur- 
que pro curva quarfita ifta arquatio modo inventa, pofitoetiam 

0S JA+i£—il&+ i^i— + & c 

^ J* 1 + dx* dx+ + &C 

qua: per ^ x multiplicata dcnuo mtcgrari potcrit , critque 

.•^- *+«.-&+ %'-&+<*■ - 

C A S U S I II. 

65. Si ftierit & # = o & P = o & Q=o, ita ut fic 
Jz = Mdx+Rdr + Sds + Tdt + &c. 

Bini valores N Sc P evancfcentes jam prarbucrunt hanc a?qua- 

tionem bis integratam o=Ax — B + Qs~ ~\ + j rf f 

+ &c. in.qua fi ppnarurQ=o. & mukiplicctur pcr 
d x y obtinebitur fequens scquatio rcr inregrata r 

o=j*>— Bx+e— R+ii^< i Ji+ &c. 

dx d x 

K 3 Ex 
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Ex quo jam apparet , fi infupcr fucrit R = o , tum ctiam quar- 
tam integrationcm locum habere , & ita porro. 

C A s u s IV. 

66. Si fuerit M= o , ita ut fodz=Ndy + Pdp+Qdq 
+ Rdr+ Sds+3cc. 

d P 

^Equacio pro curva quaffita antc prodiito = ^ — + 

— + ili __ &c. quae multiplicetur per <rfj = 

, & tum addatur dZ — Ndy — Pdp — Qdf — > 
Rdr — Sds — &c. prodibit. 

c =4Z - fd ? + t£S_ t£ + t*> - &c . 

— Pdp — Qdq — Rdr — Sds — &c. 
cujus integrale aflignari poteft ; erit enim 



+ ,fS—ltllS+lUl t — ti>, _ &c ^ 

quomodo ultcrius progrediantur, fiin d Z infint fcquentia diftc- 
rentialia Tdt, Udx &c. fpontc patet. 

CAtUi V. 

457. Si fit & A/= o , & N=oi ka ut fit Jz=Pd/ + 
Qdf + Rdr + Sds + &c. 

Quia cft = o> una integratiopcr caium priraum inftitua- 

wr, 
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tltf, habcbiturquc o=A — P+ ^ + 0~ 

qua? multiplicetur per dj>= f dx, ad earaque addatur e = — 

dZ + Pd/>+Qd 9 +Rdr + Sds + &c. q UO fcflo prodibit ifta 
Jtquatio mtegrabilis 

o=Ad?—dz + ^d— + &c. 

, ^ + + ^ + &c - 
cujus mtegralc erit 



+ Rr— *** 
dx 

+ Ss 



fcU 0-=sAp B Z+Qq qdK — Kdq . 

d x 

^ dqd S + Sddc, r dqddT+dTddq~Td % q - . 

C A s u s VI. 

tf8. Sk & M = o & tf=o & P=o , ita ut fit dz = 
+ii,/r + Sds + Tdt + &c. 

Ob iV=o & P=o, pcr Cafum fccundum,dua? intcgrationcs lo- 
cum habenc, eritquc aequatio, pro curva quaefita , haec , 

ad quam pcr dq = rdx multiplicatam fi addatur o = dz — Qd$ 
— Rdr — Sds — Tdt — &c. habebitur ifta arquatio dcnuo 
integrabilis : 

o=Axdi—Bdi+dZ—rdR + ^ — r ~ + 8cc. 

r—Rdr—Sds — Tdt— &c. 

cujus intcgrale eft 
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- , „ D rdS rddT 

— Ap — Ss + dx 

— Tt 




rJdT—drdT+Tddr + &c> 
dx x 

C a s u s VIL 

6 9 . Si ruerit Jlf=o, N=o. P=o, & Q==o, Itaut 
GtdZ^Rdr+Sds + Tdt + &c 



Ob = o , & ^=0». Cafus tcrtius iftam fuppeditat 
xquationcm pro curva jam ter integratam , 

Q = Ax *-B*+C-R+f x - d £ +&c. 
adquam per dr=sdx multiplicatam laddatur o == — -dZ 
+ Rdr+Sds + Tdt + Jkc. <juo fec*> prodibit ifta arqua- 

o = Ax> dr —Bxdr + Cdr-dZ + s dS— s J£?+&c: 

+ Sds + Tdt+8cc. 

quac integrata dabit hanc , 

0 ^Ax*r — Bxr + Cr—D—Z+Ss—'-£ + &c 

xAxq + Bq +T$ 

+ 2Aj> 

feu o=^(x»r — txf+ip)— B(*r — ?) + Cr— 2> 
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$ C H 0 L I 0 H t L 

70. Horum cafuum ope , quontm numcrum ulterius augc- 
rc liceret , fi commodum viderctur, fjcpe-numero Problemara ad- 
modum cxpcditc refolvi poterunt. Qiiod fi enim Problcma 
quodpiam contincatur in aliquo iftorum Cafuum, qui unam 
plurefve intcgrationcs pcr fe admittat , ftatim formari poteric 
arquatio pro curva, fcmcl vel aliquoties jam intcgrata , quar pro r 
pterca ultcrius facilius tratfhri potcrit. Quod ut diftinftius pa- 
teat, fimulque ufus hujus poftremi Problematis , quo inmaxi- 
mi minimivc formula fzdx difTcrentialia fecundum gradum fu- 
pcrantia infunt , declaretur , unicum Exemplum afferrc juvabit. 

E x E m p l u m. 

71. Inter omnes cttrvtts eidem dbfcijfA refpondentes , defmrc eAm, 
cujus evolutd, cum fua ipjius evolut* 3 intra radios evoluU maximum 
minimumve fpatittm complcclatur. 

' Pofitis , pro curva qua?fita, abfcifla = x & applicata ~y ; fit 
elementum curvae =</»,& ejus radius ofculi = a> crit elc- 

rnentum ipfius evoluta? —d $i & hujus radius ofculi : 

undc arcacomprehenfa intcr cvolutam curvx quarfita:, ipfiufque 

evolutam , crit = x ftr^- * <I uaf er §° exprelTio maxima mini- 

mavc cft rcddenda. Cum autem Gt dw = d x )/ ( 1 +ppj , 

&?:= LL±±£>\- oMfin 3 (■+//)* ,dx~....; 

l l+ ») lrdx , & df = (i+pp) dx* (W — 

fi \±l£l + ' ) atque <U =±+U. Maxi, 
qq q* ' 1 dw qdx 

mi minimivc formula itaquc cbf ( ! +fp ^ dx (9 ?t — ? 

Eulcri de Max. & Mtn. L 6 
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: |- (1 . + ^ )V ), cx quo Z crit fundio ipfcrum f & r; unde 
differcntiando prodibit: 

" ~ p + ? 9* 

Comparationc ergo cum forma generali inftituta , crit Af — o ; 
f~ 9__+_L>? —*iL±±L& + _±j__- 

z== - 9 . <?' 

p _ 18K1 +/>P)(I + 3fl >) _ __ + ■ _ + 8rrf(i +P/0 

* 9tP(i+prY . i§Kjl+»V — g_l+— g 
„ + " <j 6 

» g( 1 +ppy _____ 

Cum nunc fit Af — o 8cN= o, folutio cadit in Cafujn qiuni 
tum, critquc xquatio pro curva quarlitahax , 

0 = ^ — £ — Z + Q* + , 

oux , fhcus fubftkutionibus , tranfit in hanc 

o = Af — B — - ji + q > 

2^0+^7 , 3fr(i + ff)\ 

qure a-quatio nimis eft complicata , quam ut ejus ulteriorcs in- 
tc^rationes fufcipi queant. Citcrum apparct hanc arquationem 
cflc difTcrentialem quarti ordinis , ita ut per quatuor rcfiduas 
intcgrationes qu3tuor conftantes adhuc ingrcdiantur : cx quo fex 
data oportcbit cfTc pun&a, per qux curva tranfeat, ut Problc- 
-ma detcrminctur. 

CAP UT 
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< ... _ 

CAPUT III. 

De inventione curvarum maximi minimive propricta- 
te fr*ditarum ,fi in ipfa maximi minimive for~ 
mula infunt quantitates indeterminaU. 

PROPOSITIO I. PROBLEMA. 

I. T Nvenire incrementd , qud ejudntitds intcgrdlis indetermindtd , 4- 

JL in quovis AhftifJ* puniio , dh ducJa dlicubi urtd dj>/>/icdtd N n 
fdrticuU n» , cdpit. 

S 0 L U T l 0. 

Sic abfciffa AH=x, applicata refpondcns Hh==y, & 
propofita Gt quantitas quaecunque indctcrminara n , abfcifli: 
A H rcfpondcns , qux fit formula intcgralis indefinitc intcgratio- 
nem non admittens. Quantitas hic n ita fit comparata , ut 
ipfa , quatenus abfciffae AH fcu punfto H rcfpondct, abau&a 
applicata Nn non mutctur : quod eveniet, fi in n differcntia- 
lia non ultra quintum gradum aflurgant ; quem in finem quin- 
tam dctnum applicatam N n ab H h computando mutari poni- 
mus. Si cnim in n diflerentialia altiorum graduum continc- 
rentur, tum deberct ultcrior demum applicata poft Nn parti- 
cula infinite parva augeri. Sufticict autem folutioncm ad quin- 
quc tantum diffcrentialium in n contcntorum gradus extenderc ,• 
cum inde , fi etiam altiora affuerint differcntialia , folutioncm ad 
ea accommodarc liceat. Qitemadmodum igitur pun&o abfcif- 
{x H rcfpondct valor n , ita fccundum noftram notandi mctho- 
dum, pundo fcquentil refpondebit vaior n', pun&o Kveron*, 
pun&o L valor n'", & ita porro. Id ergo erit inveftigandum , 
quanta incrcmenta cx tranAationc puncti n in v finguli hi valo- 
res derivativi n' 9 n*, n'", n' v , &C. accipiant, fcu Ucfiniri dc- 
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* 

bint corum diflcrcntialia , fi fola applicata Nn,qua? eft= =j w 
variari & particula n » augcri ponatur : crit autem hoc fcnfu 
d. n = o , quia valorcm n punifto H rcfpondcntem indc non 
aitici ponimuc». Quoniam jam n eft formula intcgralis indefi- 
ntta , lit ca — = f\_ Z~_\dx y & [ Z] fit functio ipfarum x , y, p , 
<j, r,i ita ut iit d\Z~] = [Af]^4-[^]^;4- [P]<? 
4-[Q]^^4-[/J]^ + [53^4-[T]<//i unde fimul valores 
dcrivativi ipfius ^[Z], nempe/[2'], </[2*], </[Z'"],&c. 
pcr notandi modum receptum forraari potcrunt. His pofitis, 
erit uc fequitur 

n =_/[Z],/x 

n*= /lz^<ix+lz-)dx + tz-\ dx 

d"=Jl zidx + izidx+iz'-]dx+iz«yx 

n"'=fiZlJx + lzldx + lz'ldx + [Z''-}dx + lZ"'ld« 
&c. 

Jam videamus quanta incrementa fingula ha»c mcmbra \_Z~]dxi 
L z ']</*> \_z" ~\dx y \Z'''~\dx, &c. ex adje&a particula n» ad 
applicatam N.n capiant; quas obtincbuntur ex ipforum duTe- 
rcntialibus, ponendo loco differentialium valores §. J6 Capitis 
prarcedentis cxpofitos : cric itaquc 

d.izydxz=znv.dx. & 
d.\z> } dx=r».dx(^—m } 

d.\_2t"~\dx = o, 

d.[£'*-\dxz=Q. & rcliqua fequentia omnia cvanefcent. 
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Ex his nunc colligentur incrementa valorum n , n\ n * n 
&c. qux recipiunt ex tranHatione puntti n in , j erit fcilicec 

d, n =0 
n' = n»<. <^x. 

*n"'=nr. *( B3 _ m±AD . « OT+^WtI . 

dx' dx* dx* * 

~ a^WM . <*[*"]-- 4- jdlh—djsn 

dx* dx+ 

Huic autem incremento a?qualia funt incrementa omnium /e- 
quentium valorum , nempc ipforum n"', n vw , n» x , &c. Ar- 
qui valoris n v ' & omnium fequentium incrementum idem erit 

+ -f-r* j^- J ). Poterunt autem ha?c incremcnta adea- 

dem fignareduci, refpeflu Ktterarum [ f> ] , [Oj, rjl;, 
& [3T]> ficque prodibit 
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d.n =o 



d.n =n>. dx. ±r-j- 

4*—n*d*t$—*W+j' rt l) • , 

a.n —rn.^i A , - ^ + -- ■+- JJj ^ ) 

4 [rj + i y <J |Y1 + 20 i <* Tt3 + io£ H » 

- f 5ni,/4-r^1+a/r5:+4^'[g'] Jr]+^4r3+»o^ T3 +io^[r]+y^r r1 % 
<Ai — ■** ([# ] ^ r+ -___ r4 _-J — > 



cui fcqucntium valorum omnium incrcmenta funt xqualia. Q. 
E. I 

C O R O L L. I. 

i. Si ergo n fuerit hujufmodi quantitas indctcrminata, feu for- 
mula intcgralis indefmite inregrationcm non admittens , tum cjus 
omncs valorcs poft locum abfcifla: , ubi una applicata augeri con- 
cipitur , mutationcm paticnttir , & aliquot cjus ctiam valores 
ante illum locum , quorum numcrus pcndct a gradu dirTerentia- 
lium , qua: in ea formula n mfunt. 

COROLL. II. 

3. Qtiod fi crgo iftiufmodi quantitas infit in maximi miniml- 
vc formula fldx , tuin ejus valordifferentialis non folumabali- 
qirot abfciflx elcmcntis, vcrum a totn abfcifla, cui maximum 
minimumvc rcfpondcrc dcbct, pcndebit. 

: C o- 
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C O R O L L. III. 

4 . His Igitur cafibus abfciflam illam , pro qua maximum mi- 
nimumve quxritur , dctcrminatarb eflc oportet , atque curva 
qua?, pro hac abfcifla, maximi minimive proprictatc gaudcre rcpcr- 
ta fucrit, cadcm pro aliis abfciffis hac proprictate non crit prx- 
dita. 

SCHOLIOK. 

j. Mox clarids difcrimcn, quod intcrccdit intcr quaftiones ," 
In quibus z eft quantitas vel dctcrminata vcl indetcrminata , 
pcripicictur; quando Problcmata hujus gcncris fumus tradtatu- 
ri. Pluribus modis autem talcs qua*ftioncs poflimt ^ariari , 
prout in maximi mtnimivc formula /Zdx, quantitas Z vcl tan- 
tum eft fun&io cjufmodi formula: indctcrminata? n , qualem con- 
tcmplati fumus, vcl infuper quantitates detcrminatas , .v, />, 

r, /, &c. comprehendit. Deinde in Z ctiam incflc po- 
tcrunt plures cjufmodi formubr intcgrales indcfinita: a fe invi- 
ccm diverfic. Ad hos autem diverios cafus una rcgula , fupc- 
rioribus jam traditis addita , fufficcrc potcrit. Praccipuum au- 
tcm momentum pofitum eft in ipfa formula indetcrminata n = 
/[Z]*/x, pro qua hic pofuimus cfle [ Z ] fimctionem dc- 
tcrminatamj quod fiautcm Ikcc ipfa quantitas [Z j dcnuo ejuf- 
modi formulas integralcs indcfinitas complc&atur , itcrum pc- 
culiari folutione erit opus. Quin ctiam ifta complica- 
tio formularum indcterminatarum in infinitum potcft cxtendi ; id 
quod evenict fi quantitas [2] denuo in fc completfatur ipGim 
quantitatem n, ita ut fit d[Z_ = [L]</n 4- \_M\\dx -+- 
\TST\4j + + ZQJ]df +■ \_R_\dr + &c. tum cnim 

ob d n = \_Z_\dx , itcrum confiderari oportcbit valorem d\_ Z ] 
= [L]in-r-[Af]^x + &c. hicque progrefliis in infinitum 
continuabitur. Hinc aurem mcthodus nafcetur ea refolvendi 
Problemata, in quibus curva quxritur maximum minimumvc 
habcns valorcm lormul* fzdx, quando quantitas ^non datur, 

ut 



r 



88 I>E METHODO MAX. ET MlN. 

ut hactcnus , fivc dctcrminate fi\ c indctcrminatc , fcd tantum 
pcr arquarioncm difterentialcm , cujus intcgratio omnino non 
poteft abfolvi : cujufmodi qua-ftio eft , fi quaratur curva , in 

quaminimum fit expreffio / ^~fe^^ > exiftcnte d v 

— h v"dx V(i J .pf>)> atquc cjufmodi quarftionum refolutio- 
ncm in hoc Capite quoquc tradcmus. 

PROPOSITIO II. PROBLEMA. 

Fif, 4. 6. Si Z fuerit fttnclto qttantttatis indcterminat* n , itd ut ftt 
d Z = L dn , fttque n = f[Z] dx, exiftente d[Z] = 
[A/]dx + [Jfjdy +[F]d P 4- [CJLldq + [«]dr + 
&c. invenire curvam az ^w.c />r<> abfcijfa AZ babeat valfi- 
rem formuU f Z d x maxtmum vel mtmmum. 

S O L U T I O. 

Pofira abfciiTa AH=r, applicata H h = y , fit tota abfcif- 
fa A Z , cui maximum minimumvc refpondcre debct , = d , 
divifo igitur fpatio H Z in clcmenta innumera infinite parva 
Hl/lfc, KL, LM, &c. dcbebitelTc/Z^x H-Z^x + Z^ 
+ Z* d x + 2"' ^.v 4- &c. doncc ad cxtremum punftum Z pervc- 
niatur, maximum minimumve. Ad hoc cfficiendum , quarrcndi 
funt valores differcntialcs quos finguli hi termini a translatione 
puncti nin v accipiunt, quorum fumma, nihilo arqualis pofita, 
dabit arquationcm pro curva quarfita. Quoniam autem muta- 
tionem ab nv oriundam non ultra H vcrfus A porrigi poni- 
mus, crit termini/Z</x valor diffcrcntialis nullus. Reliquo- 
rum tcrminorum valores difFcrcntiales reperientur, fi ii dirrcren- 
tientur , atque in dirTerentialibus fcribantur ea incremcnta , qusc 
in Propofitionc pracedente invcriimus , cx translatione puncti n 
in v oriri. Ertt autem 
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d. Zdx = Ldx.dn 

d. Z'dx = Ldx.dri 

d. z'dx = Udx.dif 

d, Z!"dx = U"dx.dri" 

d. 7f'dx = Vdx.dri" 
Quodfi jam loco differentialium dn, dri, dri\ dri" ,*&c. va- 
loics fupra inventosex translationc puncti n in v ortos fubfti- 
tuamus obtincbimus. 
d.Zdx = o. 

d. Zdx = m. L'dx\ £1 
d. Zdx = m.Udx* ( gj — *r n + r4rj } 
Z"'dx—nv L"'dxV W — 3 ^]+^ 3 _i 6[rj + 1 c^r] + ioWn x 

V dx* dx* dx+ 

_ f ^T+yr^i+^iro'^^ ] ^ [rj +^+ ia/^rl +io^^LrJ+^^r^ 

J dx dx* dxr d x+ dx % ' 

Va-vVwqpi- + J W--?P+^ ] - -71) 

<ix «X dx . dx\ d\ % f 

&C 

Sequentium fcilicet terminorum incrcmcnta eadcm hac Icge pro- 
grediuntur. Addanrur jam fcnorum priorum tcrminorum incre- 
menta, prodibit tcrminorum Zdx + Zdx + Z'dx + Z"dx 
+ Z' dx + ^Vxincremcntumtotalc = 

n r ,^V^]_ [C> W l^^+ 2L"d\Q "'} J£^£^j n^j!l^m 
d x dx 1 dx l 

d ; ^ + 4// rs w + gj^jj [5i + 4 f.v' m 

^ ^ 4. »•••••» 

Eulcri <fc A/^v. ^ Min. M + 
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\t\:*l' + <a\iV*l'+ xoAA \t\aal' + ioj££M+ygj*W x 
/ ' J 

in qua cxprdfionc , quia omncs tcrmini intcr fe funt homoge- 
nci , jam indices numcrici ncgligi potcrunt. Sequcntium autem 
tcrminorum L"dx+L"dx + &c. omnium incrcmcntum crit=? 

n , &([ ^_^. + ^p_^i + ^_ @) 

( L"dx + V"' dx + L""dx + L*dM + &c. ufque in Z). 
Hic autcm poftcrior faclor definietur per intcgrationem for- 
mulx fLdx , qua? rcfpondet abfcifla? indefinita? AH = x; po- 
natur in hac formula poft intcgrationcm x— abcatquc ca 
in //, erit H valor formulac fLdx abfciifa? toti propofita? AZ 
rcfpondcns; a qua crgo fi aufcratur fLdx, remanebit H — jLdx 
valor portioni HZ vcl NZ rcfpondens, qui crgo loco L n 'dx 
+ L ' dx 4- L " dx 4- &c. fubftitui poteft. Quamobrem tan- 
• dcm {oxm\x\x fzdx valor diftcrcntialis toti abicifls AZ ref- 
pondens erit = = 

tF}~ a_ + [___wtt±a_ g 

</ x d x 

[s\d'L + 4d[s^AdL + 6dLdd\$\ 4- tf- 1 [$} 

f r -\a*l 4- ^ r ry L4- io^4" ry</£4- to^z_» f t) + <;U+[ r ] . 

-*■ ; 

qui ad hanc formam commodiorem reduci poteft, ut fit = 
nyU^m^fLdx^^I^ 4. *MJW*> 

«x> "1 Jx^ «V 

qui valor difFerentiaJis, quoufquc occafio poftulabit, ultcriusconti- 
nuari poterit : is autem, nihilo a?qualis pofitus , dabic a?quationem 
pro curva quarfita. E.J. 

C o. 
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7. Quoniam H — fLdx cft valor formula? fLdx rcfpon- 
dens abfcifla.' portioni A Z = d — .v , fi ponatur A Z = a 
— x=«, ctit fLdu illc ipfc valor H — fLdx, quo opus 
efti fiquidcm fLdu ita intcgretur, ut evancfcat pofito u=o. 

C O R O L L. II. 

8. Qiiodfi igitur abfciflarum initium capiatur in pun&o Z , 
ita ut abfcifla ZH ponatur = *, utque ubiquc ponatur x = 
4 — prodibit arquatio pro curva intcr coordinatas h & y ; 
hujufquc curva: ca porrio quxfito fatisfaciet, qua: *rcfpondet abf- 
ciflae AZ=rf. Interim notandunn cft cum in ipfi maximimi- 
nlmive formula/"z</x, tum inf[Z]dx 3 abfciflarum initium in 
puntto A capi debere. 

Coroll. III. 

9. Si ergo quarratur curva ad datam abfciflam A Z relata ; 
in qua maximum minimumve dcbcat t&fZdx; fitque zfunc- 
tio quaecunque ipfius n^=f[Z~]dx , exiftcnte dZ^=Ldn & 
dlzi=lMldx+lNy y +[P]d/> >+tQl% - + [ J R>H-&c. 
habebitur pro curva quscfita ifta arquatio : 

. -00/l*--«gg* + Sjj^ 

ubi eft u = * — *, &/L du dcnotat valorem formula- fLdx 
portioni abfciflae HZ = « refpondentcrm 

C O R O L L. IV. 

10. Poffunt ergo vel bina abfciflarum inltia A &: Z , bina?- 
que abfcifla? AH--=x, & ZH = * confiderari, quarum illa 
in intcgrali J\_z\\dx fcu n, hxc vcro in intcgrali fLdx fpec- 
taiidebet, vcl unicatantum abfcifla AH=x,- quo cafu, loco 

M 3^ fLdu 
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/Ldukxibi dcbct H — fLdx; dcnotante H valorcm , quem 
pr.vbct formula /Ldx , pofito x = A H = d. 

C O R O L L. V. 

11. Qtiia z cft fun&io ipfius n tantum, ita ut nullas allas 
quantitatcs variabflcs in fe complcdatur . ob dZ—Ldn, crit 
ctiam L functio ipfius n tantuin. 

C O R O L L. VI. 

12. Si [Z] cflct fun&io ipfius x tantum ; tum forct n == 
f{_Z~]dx quantitas determinata , atquc fun<ftio ipfius x , hinc- 
quc ctiatn Z j cx quo maximum minimumvc non invenict lo- 
cum. Idcm oftcndit folutio ; fict enim = o, [/£] = 0 
&C. atquc axjuario abit in idcnticam o = o* 

S C H 0 L I 0 H 1. 

13. Occurrunt hic nonnulli primarii cafus confiderandi , qud- 
rumprimus eft, fi fuerit [z] fiinftio ipfarum x Sc y tantum ; 
ita ut fit d [ Z ] = [ M ] dx + [ 2V] dy. Quod fi nunc quxra- 
tur curva in qua maximum minimumve fit formula f Zdx pro 
data abfciffa AZ = *. exiftente zfunclione quacunque ipfius 
y-[z]</x = n, ita ut (it dZ=Ldn; habebitur pro curva 
quarfita ifta a?quatio o = [#] (H — fLdx\)\ crit ergo vel 
[#]=o vel H= fLdxy feuL = o; quarum a»quationum 
li vel altcra vel utraque praibcat lincam curvam, ea non folum 
fatisfaciet Problemati pro abfcifla A Z = d , fed etiam pro alia 
quacunque abfciffa indefinita x : id quod inde colligitur , quod 
ex arquatione, quantitas/f, quae pendet ab abfcifla determinata 
a , cx caiculo cxcefierit. Quod autem fpeciatim ad arquatio- 
ncm L = o attinet : quia L eft runctio ipfius n (eaf~] z 3 > 
rict /[ Z] dx = conft. detcrminarae , quod nifi fit [Z] = 0 , 
ficri nequit: binae igi tur arquationcs hoc cafu fatisfacicntcs, erunt 
[tf]=o , atque [Z] =0.. 

SCHO- 
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14. Dcinde vero confiderarl meretur cafus quo [#] evancf- 
ritj id quod evenit , fi[Z] fucrit funtfio ipfarum x, />, 7, 
r, &c. non involvcns^. Ponamus cffe [Z] functioncm ipfa- 
rum x &/ , atquc d [ Z ] = [ JV/] </* + [ P ~\dp. Si igitur 
ponatur /[ Z ] <jfx = n , atque curva qua?ratur, in qua, pro abf- 
cilTa dcfinita AZ = 4, maximumminimumvcfitformula Jzdx, 
exiftcnte Z fun<ftione ipfius n, ita ut fit dz = Ldn; orictur 
pro curva quaifita ifta aequatio o = — d.[f](H fLAx j) . 

Idcoque Cwy?. = [P] (# — JLdx"). Hxc vcro conflans, 
pcr intcgrationcm ingrefla , non eft arbitrarla ; nam eam ira com- 
paratam eflc oportct, ut pofito x =a 3 quo cafu fit /L dx = H, 

fiat C °^j = o. Hoc autcm cvcnirc non poteft , nifi vcl hxc 

conftans ponatur =0, vcl quamitas [P] ita comparata fit ut 
fiat = 00 , pofito x~*. Priori cafu habctur vcl[P] = o, 
vel/L</x = tf, hoc eftL=o, k\xf\_Z~\dx = ConJI. fcu 
potius [ Z ] = o > poftcriori cafu autem , conftans tamcn pro 
arbitrio non accipi potcft , nam dctcrminabitur , poncndo x = a 
— dx, eo modo, quo exprclfiones qux ccrtis cafibus indctcr- 
fninata? videntur dcfiniri folcnt. Atque hinc perfpicitur in hu- 
jufmodi Problcmatis numcrum conftantium arbitrariarum in fo- 
lutionem ingrcdicntium , cui arqualis fumi dcbct numerus punc- 
torum, pcr qua? curva.' fatisfacicnti tranfcundum cft , non cx 
gradu differcntialium judicari pofle. Pervenietur efiim fope , tol- 
lendo pcr difFercntiationem omncs formulas integrales , ad a?qua- 
tioncm difFercntialem altioris gradus, a quonequaquam Problc- 
matis determinatio per aliquot puncfta pendcbit. 

EXEMPLUM I. 

if. 5> dencut n aram curva fydx,4tyue Z ftt fanfiio gaa- 
cunqnc ivfms n , imenire curvam qua , pro data abfcijja = a , ha- 
bcat vabrem formula fZdx maximnm iel minttnum. 

M 3 Quia. 



P4 METBODO MAK. ET MIN. 

Quia cft z functio ipfius n ; fit dz = Ldn, erit L rumftlo 
ipfius n=^fydx. Dcindc cum fit</n=^.v; erit [Z]=jr, 
& ob 4\ir\ = iMl^x 4- [#]<y + [P]<// + &c. fiet 
[M] = o,[A'] = i, [f ]=o, [Qj = o, &c. unde pro 
curva quarfita ha-c habebitur acquatio o ~ H — fLdx; idco- 
que L = o. Hinc erit n=fydx = conftanti cuidam, porro- 
quc^ = o. Satisfacit ergo iola linca recta in ipfum axcm in- 
cidcns ; idque pro quacunque abfcifia atque ac pro definita =*. 

ExEMPLUM II. 

\6. Si n dcnotct amtm curvjt = fd X \f ( I +pp) ejufjue 
funclto qu.tcur.qkc fucrit Z ; tnvcnire curvam , qu/t , pro data abf 
cifa A Z = a , habcat valorcm formuU f Z d X maxtmum vcl mini- 

?num. 

Ob dz — hdn^ ent L funclio ipfius arcus n; & obdn 
= dxi/Ci+pp), erit[z] =v/(i4-/>/)&[Afj=o, 

[#J = o, [P] = vd+ff) ' t^J^ 0 ' &c * ^ P ro 
curva qusefita ifta habcbitur xquatio: o= — JZ^(7+n) 

(H-fLdx); hincquc C= ^ (l * +pp) (H-fLdxy. 
ubi conftans C ita dcterminari dcbct, ut, pofito * = *, fiac 
C = -77— ? ; i x o j quarc quia f ; »,>, infinitum ficri 

ncquit, neccfTeeftutfitC=o; idcoquevcl pjljj ) 0 » 

\c\fLdx = H. Fict crgo, cx poftcriore arquatione, L=o, 
& n ■= conftanti cuidam : ex quo porro dcducirur d n = 
dx\f ( 1 -\-pp ) =ss o , cui conditioni nullo modo fatisficri potcft. 
Ex priorc aquationc autem dcducitur /=o, feu dy = o, qu* 
tft aquatio pro linca recla axi A Z parallela, quar quxftioni 
pro abfcuTa quacunque fatisfacit* " 

« 

E X E M- 
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E x e *Tp 1 u M III. 

17. Denotet n fuperficiem folidi rotundi ex converfiont curv.t a h 
eircu dxem A Z <?r/i , qux ejl ut f y d x \l ( 1 + p p ) > hujufjue 
fuperficiet funtlio fit quscunque Z , invenire curvxm , /ro 
<&/* aifcifx A Z = a, maximum minimumve ftt ilL d x. 

Ob =L</n, erit L funclio ipfius n = y) v 7 ( 1+ 
& ob dn=ydx S >(i +//) fiet[Z]=^v'd+/>/J> & 

^[2]=^V(i+//) + 7 ^ 7) : unde erit [3/] = o, 

CP]= reliqui valores 

[QJ » [fl]. [J], omncs erunt =0. Quocirca pro curva 
quaiita ifta habebitur a?quatio : o = ( H — fL dx)y/{\+p p) 

— A d ' k y !c — \W — f Lt{x )' Ponatur , brcvitatis gra- 
th,H—fLdx=Vs. C rit^V(i+//) = ^ 7 ^7 77) 

Vppdx Vydf ypdV ' , „ . 

v(i+//-)^ (i+f?)* :2 7cT+fF3 
+ n*r= 7& ohdv=^-Ldx. 

Ponamus efle z =n, ita Ut maximum cflb debeat fdxfydx 
\ f (i+?J>)> eritL = i &fLdx=x, atquc P=* — x, 

ob # = a. Erit ( * — x ) dx = i*=£liL~-p&, Slt 
c=*j erit dx^—dus&c dy=— /<sfW,atque habebituriftaarquatio, 



o = ud*—ydy + -^,fe\i«d*—idv— =0 

Ponatur «=* Scy—ez: erit du=e dt , & ddu — o 

= *'( 44/ +4/ 1 ), fcu 44/=— 4/ 1 ; porro ^=/ (4s+*4/) 

& ddy=?=c (ddz + idtds,) j quibus fubftitutis , oritus- 

4/.-r- 
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Jr — ~dr r*dt ±i*iAl * + * *jA * 2 «vlr nnr t n J , 

dt — zdz — zzdt — —di*+{dt + *dt) i m blt P orto dt 

— sdz , Qx\xddt = — s 1 dz 1 = sddz+dsdz , hincquc 
ddz = — sdz' — iiiX. Habcbitur crgo hax .tquatio ; 

sdz — zdz — szzdz = z '/,V_ ~^» ' quar quidem cft 

difFercntialis pruni gradus intcr duas variabilcs s Sc z tantum ; 
vcrumtamcn ultra intcgrationcm non admlrtit. Multo minus igi- 
tur quicquam cilici potcrit, fi in gcncrc quarftioncm confideremus. 

S C H 0 L ! 0 N III. 

i 8- Hujttsexcmpli cafus ., quo curvam invcftigavimus, in qua 
maximum minimumvc fit fdxfydx^( i + pp), ctfi incft du- 
plcx fignum integrale , tamen ctiam per mcthodum praxc- 
dcntis Capitis poteft refolvi ; id quod idco opera? prctium cft 
qftcnderc , ut confenfus utriufque mcthodi dcclaretur. Prarci- 
puc autcm hoc opcrc nova via patcfict rcfolvcndi plurima alia 
Problcmata circa maxima & minima , qua? adhuc , quantum 
conflat , non cft ta&a. Qua*ftio fcilicct cft , ut pro data abfcif- 
fa A Z fiat maximum minimumve harc expreflio fdxfydx 
V ( l "V** tranfmutatur in hanc xfydx\J(\ + pp) 

— fxy dx y/ ( i +pp ). Ut hxc forma rcddatur maximum mi- 
nimumvc, oporrct utcjusvalor, pro ablciifa AZ = 4, idem 
fit pro ipfa curva quafita az & pro cadcm punCto n in y tranf- 
lato. Ponainus crgo ficri fydxy/ {i+pp) =4, fi ponarur 
at~ a , atquc codcm cafu fxydx y 7 ( i + pp) = B. Jam , 
elcmcntis mno in m»o tranfmutatis , valor A augebitur fuo va- 
lorc dftfcrcntiali, qui, pcr Caput prxcedcns, cft = nv. dx(\>( i+pp) 

— -i- d . ) ; pcr cadcm prarccpta autcm quantita- 
tis B valor dificrcntialis prodit = nv. dx y ( I + ff ) 

). Quamobrcm formula? propofita; 



_ 1 j *tl 



dx y ( j + tf) ' ; * 

fdxfydx\'\ i +pp) } tranflato puncto n in proabfcifla AZ 
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— *> valor cdtsB*(ji+mdK(tf( i +/>/>) — d. , H ■■- ) 

v k 1 t/'?; 

— B — n>(xdx v/C i +//) — , , ), qui aequa- 

lis eflc dcbct eji)fdcm formula' valori naturali pro ablciflji = 
non mutato pun&o n, qui cft aA — B. Hinc provenict ifta 

srquario (i-x)iW(i +//>) — d. ( ~~+~ff « o ! 

qux omnino congruit cum asquationc in fohuionc Excsnpli in- 
yenta. 

» 

Propositio III. Problema. 

19. Eyiftente nfuntlione integrali indetcrn.Jnata f[Z] dx, itx 
ut fit d[Z] = [Mjdx + [N]dy + [P]dp + [QJdq 
+ [ R ] d r + &c. /// Z funclio qttacunque cum hujus qttantitatti 
n ftrm quantitatum detcrmtnatarum x,y,p,q,r,S, &c. frrir/ yfr 
dZ-^ Ldn + Mdx+ Ndy + Pdp + Qdq + Rdr+&c. 
imenire curvam az , qttx pro data alfafahZ. = a, habeatma- 
ximum mimmumve vabrem formuU f Z d x. 

s 0 1 i/ r / 0. 

Augmcnttun n quod uni applicatx Nn acccderc concipi- 
tur , ita reniotum a prima applicata Hh capiattir, ut nuUam 
niutarioncm intc at in valorcm formula? fZdx abfciffa? AH rcf- 
pondentcm , arque tantum htijus formulae valorcs fequcntibus 
polt H abftiifar c'emenris rcfpondcntcs mutationes patiantur , 
qui funt 'Zdx, Z' dx, Z"dx, Z " dx, CvC ufquc ad ultimum 
abfcillir clemcr.tum in Z. Horum igitur valorum incrcmcnta 
a tranllationc puncTti n in 9 orta , fi in unam fummam conjician- 
tur , & nihilo xquaics ponantur, dabunt arquationcm pro curva 
quarfita. Incrementa autem hontm valorum obtincbuntur cos 
dirfcrentiando , & loco dirfcrcntialium cos valorcs fcribcndo , 
quos fupra , tam in ultima Propofirione prarccdcntis Capitis 
quam prima hujus, cv tranilationc Q inv oririinvcnimus: ita crit 

Euleri dc M*x. & Mm. N d. Zdx 
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d. Zdx = dx(Ldn + Mdx + Ndj + Pdp + &c. ) 
d. Z'dx = dx(Ldn' + M'dx + N'dj' + P'd/>' + &c. ) 
d. Z'dx.=dx(Udn* + M" dx + N'dj" + P"d/ + &c. ) 

&c. 

Quod fi nunc loco differentlalium dn, dn' , dn" &c. dj ^dy', 
dj", &c. dp , dp ' , d/>", &c. «fy, ^7', dq'\ &c. valores fupra 
invcnti fub/tituantur , & codcmmodo, quo ante ufi fumus , in 
unam fummam confcrantur, prodibit formuLt fZdx pro abf» 
cifla AZ =* valor diftcrcntialis = 

£ Lyjg^iifO + ^Ji^— _ &c . ) 

, . v d? ddQ^ #K, w n 

+ «v. ( — Tx + d - % — — j + — &c). 

Atque ex hoc refultabit aequatio pro curva quxfita ha?c r 

0 = L NlCH-fLdxj- HtUM-fLi*) 

. dd.\ ^(H—fLdx ) _ d*.\ R} ' H — fL dx) , & 

+ J/-i- p + . J /-?— £f+ S — &c. ubi notandum 

' d x dx dx' dx 

efle H valorem formulae /L , qui oritur pofito * = a, 
Q, E. L 

COROLL T.. 

ao. Rcgula igitur Capite pracedcnte inventa amplior cft rcd- 
dita ; nunc cnim curvam dcfinirc poflumus , maximum minimumv e 
habcntcm valorem formula? fzdx, fi Z non folum eft fiinftlo 
quantitatum determinatarum *, r» ft f> r* &c. fed etiam 
unam ouantitatem intcgralem indefinitam/[ Z]dx in fc com- 
plecutur: dummodo [z] fit funftio deterarinata. 

Go- 
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C O R O L L. II. 



ix. Quin etiam fi plurcs hujufmodi quantitates integrales in- 
definit.r fuerint in Z; iblutio ufurpari potcrit. Nam qualis cx- 
prc/fio cx una c jufmodi formula indefinita in valorcm diftcren- 
tialcm eft ingrefla, tales ex fingulis, fi plurcs aifiicrint, nafcen- 
tur & ad valorem diiferentialem acccdent. 



2i. Quoniam Z hic ponitur fundtJo non folum quantitatum dc- 
finitarum x, y,f, g, r &c. fed etiam quantitatis indefinita: 
n=f[z-]Hx y ob d Zz=Ldn + Mdx + Ndy + Pdp + 
QJq + &c. etiam quantitatcs M , N, P, QJkc. hanc formu- 
lam intcgralem n =/[ z ] involvent ; atque etiam ipfa quan- 
titas L , nifi forte n in z unicam habcat dimenfionem. 



1 3. Hancobrem, in aequatione pro curva inventa, inerunt 



jr[Z]dx : ex quo, fi ajquatio inventa per difterentiationem ab 
his formulis libcrari dcbcat, ad multo altiorcm differentialium 
gradum affurget, quam quidcm ipfa forma oftendit. 



24. Pervenietur autem, eliminando has formulas integrales, ad 
«quationcm differentialcm duobus gradibus altiorcm. Quod 
fi cnim xquatio refultans , fi cvolvatur , fit diffcrentialis n gra- 
dus; tum primo ex ea definiatur valor formular/X^x, & di£- 
fcrcntiatione inftituta, devenietur ad xquationcm diffcrcntiaicm 
»-f-i graduum , in qua adhuc incrit formula f\_Z~\dx, qua: 
ulterius rcduda, & a formula f\z~\dx per diffcrcntiationem 
liberata , fiet dirTcrentialis gradus n + 2. 



C O R O L L. III. 



C O R O L L. IV. 




gcneris, fcilicet fLdx, atque 



C o R o L L- V. 



N z 
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ij. Etfi autcm numerus punctorum, pcr qua? curva qiKrfi- 
ta tranfirc debct, a gradu dtferentialitatis pendct, tamen 
hoc cafu non pcr numcrum n -h t dcfiniri potcft. ,/£}ua- 
tio enim hxc dinercntialis n -f- 2 graduum , potcflatc quidcm in- 
volvit n -f-2 conftantes, vcrum cx non omnes funt arbitrarix- 
Una namque conftans ex eo dererminatur , quod integrale 
f{Z~] dx obtlncrc dcbcat valorcm, non vagum, fcd talcm qua- 
lem in qiuntitate Z obtinet , hoc eft , qui cvancfcat poiito 
x—o^ Hquidem harc conditio fuerit in formula /^</.v afftim- 
ta. Dcindc pari modo unaconftans dcfinitur formula/X^x, 
qtur, uti pofuimus, evancfccre dcbct pofito .v^=o. Quocirca 
tantum n fupcrcrunt conftantcs mcre arbitrariae , quar totidcm 
prxbcbunt ptinc~ta , quibus Problcma dcrerminabitur. Simili- 
tcrigitur, uti in prarcedenrc Capitc, Problcma, ut fit dctcrmi- 
natum, ita erit proponendum , ut inter omncs curvas pcr data 
n puncta tranfcuntcs ea detcrminctur , qua; pro data abfcifla 
x = a contincat valorem formula* fzdx maximum minimum- 
vc. Ad hanc igitur dijudicationem inftiruendam, trquatio 
inventa debcbir evolvi ; hoc eft , omncs diffcrentiationes indi- 
cata? adtu pcrfici debebunt; quo fefto, parcbit quanti g;adus 
diftcrentialia infint , ex hocque gradu habebitur numcrus n. 
Qiiantum autem infupcr circa hunc numcrum n obfexvarcliceat, 
in Excmplis fcquentibus videbimus. 

EXEMPlUM L 

- 

26. ttrvtmrt curvam , qua,pro data ahfcifa AZ=a, haheat 
talorcm formula fyxdxfydx maximum vel minimum , tntegraii 
fydx tta accipiendo , ut evanefcat fojito x = o. 

Erit igitur n =/)</*,&[ z ] —y ; unde flct [ #] =1 , r<f- 
liquis litteris [A^],[P], [QJ, &c. cxiftcntibus =0. Pprro 
crit Z = y x 77 & d Z sss yx dn +y n dx -\-xndy ; ex quo 
habcbiturL=^.v; M=^yn & N^xn^ P—Qj=R,dcc. 

= 0. 
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== o. Ex his formabitur pro curva quaffita ifta arquatio ; o = 
(// — fyxdxy -f-xn (c\ifyxdx = H+xfydx, ubi H cft 
valor formula: fyxdx, qui prodit pofito X=-d. Pcifpiciumi 
autetn cft hinc nullam pro aliqua linca cnrva arquationcm oriri: 
diffcrenrfationeenim inftiruta, f\tdxfydx = o , porroqucjr = o, 
qua: eft arquatio pro linea re&a in axem A Z incidcnte. 

ExEMPLCM II. 

27. Invenire eurvdm , qu* ^pro dat* dbfafa AZ = a, babcMt 
'Vdlorem formuU fydxfdxy 7 ( I ■+• p p ) mtximum vel minimum. 

Qnoniam Jgitur cfl; n = f dx y/ (i+pp) , crit [ z ] = 

V ( 1 +//).* [*] = tTh^T; : Porro crk z = y n & 

L = j; & N=ns rcliqua: littera: omncs cvanefcunt. Hinc 
ergo rcfultabit ifta a-quatio pro curva qujefita : o = •j^ x 

y/ (1 +M>y Q^ na I S' tur & — pofito *== rf , codcm 
cafu bct fdx</( 1 +//) — = arcui curvx abfciffa 

4 refpondcnti. Qnx conditio adimpleri dcbet pcr dctcrmina- 
tioncm unius conftantis, qua: pcr integrationem ingredietur. 
Eft aurem aclu ha?c arquatio dirfercntialis fecundi gradus, qua: 
vero bis debct differcntiari , antcquam a formulis intcgralibus 
fydx&fdxy/(i-hpp) libcrctur: hocquc modo ad gradum 
fcxtum affurget, & potcftatefcx conftantes involvet ; quarum 
dua? indc dctcrminabuntur , quod faclo x = o evanefcere dc- 
bcnt fbrmukc Jydx & / dx y/ ( 1 +//)- Ipfa autem arqua- 
tio ita fiet intricata , ut cjus tracutio fufcipi non mereatur. 

N 3 Exzm- 
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ExEMPLUM III. 

18. Invemrc curvam , in qua }ro data abfcifa ftt f^fydx 
maximum vel mwimum. 

Hic crit n=fydx, & [Z] = y & [#] = ! ; dcinde 

cum fitZ= — , crit L = — & P = — : reliquac lic— 

P P tt . 

tcra: omncs evancfcunt. Hinc ergo prodit ifla xquatio. o = 

H -fj + ^-«fi»o-£r-/-i + 

Pofito crgox=4, quo cafu fit = i/j erit y dx = 
~^.Differentietureaa:quatio,eritque o=— — 

- + t^ 1 - s- o =j ■ *■ - «*+ 

. — npddp; qua? xquatio commode fit integrabilis , fi divida- 
turpcr n/<//, proditenim o = ^ — — cu ^ us 
integralceft C= 3/^=2 /n — / it. Seu Cn x df = 

/' </x; pofito crgo x = a> cum effe dcbcatj 1 </* = 3JlAl ; 
erk ex hac aquationc Cny=i/> 1 , qua una conftans definie- 
«ur. Erit crgo n =V = j^=^ ,fcu 

= ** fyif f i qua: arquatio eft diffcrentialis tertii gradus, 

& propterca praetcr conftantcm £ ( pofuimus autem ~- loco C 
tres novas conftantcs involvit. Harum una dctcrminabitur , co 
quod,pofitox=4, ficri dcbcat = %ff\ alia vero inde 

quod , pofito .v =s o , ciTc debeat n = o , fcu *- ~f = 0 . Rc- 

liquae 
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fiqux binae conftantes mancnt arbitraria?, ac proptcrca curva 
quaefita pcr duo data pun&a per qua: tranfcat, debet dctcrmi- 
nari. 

* 

EXEMPLUM IV. 

20. Invenire curvam az sd ahfiif/tm AZ = a relatam , in 
fua fn f d x •^j^jjT H M^ mt Hm ve/ minimum. 

Hoc exemplum idco afferrc vifum cft , ut appareat quoroo- 
do qua*(Honcs ejufmodi fint refolvcnda;, fi duce plurcfve for- 
mulx intcgralcs indcfinita? adfint. Sit igitur fy xdx = n & 
fyJx=tT\ & pofito dn = [ 2] dx , & dT = [z,]dx , erit 
[ Z J — x , & [ ] =7. Qiiod fi nunc littera mintifcula [ z ] 
fimili modo tradetur quo majufcula [2]], itaut lit d[&'] =s 
L ] + [ « ] dy + [> ] 4 f + &c. erit [ Af ] = t & [ N ] = *, 

ircmquc [*J = 1. Dcinde cum fit Z= -£-,erit^Z= i5 
— , Ponatur — = L & = /; atque habebitut 

T T X * 

obtf&.P, fiL, &c. = o , ifta pro curva qusfita arquatio, 
o = x(H — /^) — 1 ( * _ , ubi fit / — = fl 

& f~ir = fiponaturx=*. Cum igitur fit Hx — . 

rf£ crit difFerentiando H— /^ — ■? = — 

- r . Pofito ergo *=*, fieri dcbctn = ?r.v. DifFerentietut 

dcnuo, prodibitque ~ + ~ — **t + ^-yfeuxy 

; — jt=5^- hincquen = a-x — — . Si porro diffcrcntiatio 
inftituatur , habcbkur y x dx = -xdx -\- yxdx — irrdx + 
^~ T j (c\iyydx = rdy y vcl^-^ = Quoniam vero , 

pofito 
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pofito .v = o , fit t = o , fiet hoc cafu =o. ^€qua- 

tlo autcm , ob y dx = dir , integrata dat t — 

l>) ; idcoquc fiiiflo x=o cvancfccrc dcbct y. Ex arquarione 
tc = by autcm fcquitur y dx ~bdy\ hincquc x—^bly — b /o, 
fiquidcm x=zby evanefcere dcbc.it , pofito*=o; quo ca- 
fu ficrct y = o , & curva abirct in rcctam in a\cm AZ incidcn- 
tcm. Sin autem ponamus, pofito x = o \aorcm t =/7 dx 

non evanefccrc oportcrc, fcd ficri = bc y crit x=bt-2- , 

c\ux cfl: arquatio pro Curva Iogarithmica. Ad hanc pcnitus dc- 
terminandam , quarratur va!or n —fyxdx; quia cft ydx = 
b dy , crit yxd x = b xdy , & n = £ * J — ^ir-f- Ow/?. feu 

n = bbyl 2- — £ 4 y 4- C. Oportcat autcm n ciTc = o , 

C 

pofito *= o, fcu ^=r, erit n esa / + ££(* — ;). 
Jam ponatur x = a, crit / -2- =•—-> 8c y = ce a b : hoc 

vcro cafu, necciTc eft ut fit n = -vx , fcu *bcc a ' b +bbc — 

bbce ab = abc /'*, hincque / "* = I , undc crit, vcl * = 0, 
vcl£=co. Incommodum hoc indcoritur, quod pofuimus 
ficri n ~o y facto x = o. Ponamus igitur, poilto j — g, 

tum co cafu n cvancfccrc, crit n = bby l 2- bby + bbg 

— £^/ Jam pofito *=*, quo cafu ficri dcbetn = 
T* = 4a-;crit <bcc a:b —bbce ab +bbg — bbgl±- = 
tbcc' , hincquc = -£- ( i — /— ), fcu£ = - 

ideoque x = — a ( l ?^-l£ — . Quae cft arquatio cunam 

pcnitus 
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pcnitus dctermir.ans, ita ut nullum curva? pun&um pro arbitrio 
accipi liccat. 

S C II 0 L I 0 X 11 

30. Pcr hoc igirur Problcma, non Iblum illoe quxftiones cnr- 
vam pro data abfcuTa maximum minimnmvc habcntcm formu- 
lam fedx defidcrantes rcfolvi poflunt, in quibus 7. pra-ter 
quantiratcs djtcrminatas x,y > p, q, r , / , &c. unatn formulam 
intcg'a'ern n = f\_7-~\ dx complc£fcitur ; fcd ctiamfi plurcs 
ejuuuodi fbrmnlx aruierint. Intcrim tamcn notandum cit hns 
tormuias ir.teg.alcs n ~f[_Z~]d x in funttionc 7 contentas , 
ita coinparatas elfc dcbcrc, ut [Z] fit functio dctcrtninata , 
hoc cft iimftio quantitatum x.y.p, q, &c. nullas ultra for- 
mulas intcgralcs involvcns. Hanc ob rcm , nunc inveftigcmus 
mcthodtim rcfolvcndi cjufmodi Problcmata , quando ifta func- 
tio [Z] non cft dctcrminata , fcd prarter x , y , p , q , &c. for- 
mulam intcgralcm novam * = /\z~]dx involvit. Ne autcm 
folutio nimium fiat prolixa, non ultra diifcrcntialia fccundi gra- 
dus confidcrabimus. Jam cnim intclligitur fi folutio fucrit ad- 
ornata ufquc ad differcntialia fccundi gradus , tum pcr induc- 
tioncm, folutioncm ad quofquc ikteriorcs gradus cxtcndi poifc. 
Huncin fincmnobiscrit Llprimaapplic.ua dcttgnanda pcr y , a 
qua tcrtia qua; fcquitur Nn = /' particula nv augcri concipia- 
tur : Ex hoc augmcnto nafccntur fcqucntia quantltatum y , & q> 
cum fuis dcrivarivis incrcmcnta 



d. y = 0 




0 


d. q 




d.y' = 0 


d.p' = + 


V V 

dx 


d. q 


r .2"» 

— + ;/7 


d.y 9 =z+m 




U v 
dx 


d.q 


'=+^ 



qua* Tabclla fbjfirict ad Problcmara quxcunquc rcfolvcnda, uti 
cx fcqttcntc Propofirione intclligetur. 

Eulcri De Max. c- Mtn. O P r o- 
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Propositio IV. Problima. 

3 l.Sit f = f[2]dj{ & d[z]=[m]dx + [n]dy-Kp]dp 
•+- [q] d q , attjue quantitas [ Z] /'/* involvat formulam intevraUm 
t, ut fit d[Z] = Zd*--r-[M]dx+[N]dy + [P]dp 
4- [ Qj d q« /* w /<*///<> n = f[Z]dx,y7/Z funclio tpfarum 
x , y , p , q , itcmque ipfttts n , /7<* «/ /// d Z = L d n •+- M d x + 
Ndy -f- P d p 4- Qd q. His foftis , oporteat deftmrt curvam 
az, cjua, fro data abfctfa AZ —2, babeat valorem formttU f Z d x 
maximum vcl tmmmum. 

S 0 L V T I 0. 

Ut in Soholio prarcedente monuimus, eft nobls abfciflaAL 
=--.v, & applicata L\—ji abfcifllr autem AL— x refpon- 
dcat va!or / Zdx qui a particula n * non arhcictur. Ex quo valor 
dirtcrcntialis ex fcqucntibus abfciiTr clcmentis determinari debebir, 
quibus refpondcbunt valorcs Zdx, Zdx> Z'dx^ Z" d x % 
Z ' dx, &c. ufque ad ultimum abfciflae totius propofita? A Z 
clcmcntum in Z. Invcnicntur autem fingulorum horum tcrmi- 
norum valores diftcrentiales per differentiationem ; fubftitucndo 
loco diffcrentialium dy , dp.dq, valores paragraphp prxceden- 
ti indicatos. Erit igitur 

d.zdx = dx(Ldn +f~- K ) 
d.Z'dx= dx(L'dri + Z»i—*&»i > 

d.Z'd:< =dx(L"dri' + N\»y — t^Jt + S£*l j 
d. Z"dX = dx. L"'dri" 

J.z' v dx=dx. L v dn ' 
&c. 

Supercfl i^itur utpcrny dcfmiamus differentialla dai dn* 9 
dri' 3 dri &c. hoceftvalorcs diffcremiales quantitatum n,n', 

ii'y ri " Eft vcro n = 
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II =flZ-\dx 
n' =-/lZ]dx + \_z]dx 
n" =f[Z\dx + lz~]dx + \_z'\dx 
ri"=f\_Z\dx + lZ\dx + \_z>_\dx + l_*ldx 
ri s '=flZ]dx + _z-\dx+{*-}dx+lz*]dx + zz'"idx 

&c. 

Ubi notandum eft quantitatis/*[ z\ dx valorcm diffcrentialcm 
efle =0, eo quod particula n* nullam mutationem infcrt in 
abftiflam A L ad quam f\\Z]dx refertur, Tantum igitur tcr- 
minorum differentialium \_Z)dx, [z']dx> [z'']dx &c. va- 
lores differcntiales invcftigari oportcbit. Erit autcm. 

d.[Z?]dx=zdx (lV]d*'+ i!!pL--*W'>> ) 

d.[Z"']dx = dx[L'"]d*'" 
d.[Zf v ]dx=-dx. [U^dwt 
&c. 

Nunc porro definiendi funt valores differcntialcs quantitatum sr,' 
&c. pern*, quos loco &c. fubf- 

titui oportct. Cum autcm Ut - = f[z] dx, &. in [z] diffcrcn- 
tiaJia lccundum gradum fuperantia non incfle ponantur, fiet 
yalor differcn t ialis ipfius - , feu d v = o , ad fequentium autcm 
quantitatum ar' , , &c. valores diffcrcntialcs invcnicndos , 
notaflc conveniet efle 

w =f[z]dx 

sr =/[*]</* + [»]*■* 

sr* =/[*]</* + [*[^* + [*']*** 
r w =/[*l^* + [«]</* + [*']</< + [ **]</* 
if~f[*]dic + [z]dx + [z']dx + [z«]dx+[z"]dx 
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Erit autem 

d.{z]Jx = n*. dx ill 
J d x 

j. ieu* = »>• d* ( ^P- — *W ) 

/[*' '"] </.v = o 
&c. 

Ex liis itaque obtir.cbitur 
jr' = n m. dx. 

^X 

4 »■"'= * V. rf* ( [ ] — + M«J ) 

rfx rfx ' 

a (ryi—^o +^},b 

cmnefque fequcntcs valorcs inter fc crunt aequales. Qiiod fi 
/am hi valorcs invcnti fubftituantur , erk 

d.[Z'jdx = „ v .dx.l$J- 

d. [2>.v = dx ( li&d + in _ m ) 

rf, [ Z" J .f .v == « , , x ( [ L* ] 4 .v ( §5 _ rikzi^ ) + [ y ] 
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* [2"] -fx = ». rf*. [L"'] ( [,/] — + ^IjJ ) 

rf[2r tf 3^=«.^.[r']^ ([«"]— + ^ 1 ) 

d. [ Z'j rf* = n , </.v [LV-v f [ n> ] — -f 4^ > • 

&c. 

Hinc porro dcducitur : 
d n = o 

/ n? = « , * ( C L ] *. UJ + jg - ^ + f^ 3 ) 

a x a x 

dx([L'"] dxa»") 

d. n" = * , dx tQU"] dx + [L*] *) ( M - f£ -f- ^£fJ 

&c. 

Ex his jam oricntur fequentcs determinationes : 
d. Zdx^=m.dx. £^ 

d. ti» = », rf* c lv*. g + £ - jjg ) 



o 3 



\ 
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</.z'A = WxX'/v(f[L'"]a!»+[L'"]A)(['»'D — 3^+ „?) 

+ w _ __ ± »ffMv ] +[y] _ + " "Ifi] ) 

« -V « x d x 

iz"'A=m..A.I, , "A(([I,'"]^+[L n, ]A+[I,"]<&)([/>"]— 4£ ] + 

[,>- W1+^TO +c ^_4g + djffJJ) 

&C 

Uc hi valores omnes co commodius ad fe invicem addi qucant, 
ponamus brevitatis gratia [/;] = [**] — ^L-J + i^Lli— [„j 

- -J: 5 + ^ fcc~= C L]i>]-'^a+__j 

+ [#] — + c " c< l uc hwcim » omnium, hoc efi: 

valor differcntialis formula: propofita? fZdx, ut fequitur. 

», -* (*_ 5| + ^)^^- ^^ , 

+ * r. rf*. L [ L ] C ? ] + * r. „ x [ ff] ( L" Vx + V dx + Vdx 
+ &C. in Z ) + « dx. [ /, ] ( V'd x. [ _"' ] dx + L" *x ( [_'"] ^ 
+ [ L '] „ x ) + r " _ x ( [ L" ] + [ L' w ] _ x + [ V ] ) 
+ L"Vx( [L'"]„x+ [L n ']<*v+ [L*] „v+[L v ']</x) + &c ) 
Binar igitur hic habcntur feries infinita? , a termino L 1 ufquc ad 
Zz progrcdientcs, quarum illius L" dx + 1T dx + Vdx + &C. 
fumma cxprimi poteft per LT — /Ldx t dcnotante H valorcm 
ipfius fLdx, pofito x=a. Quo autcm valorem altcrius fcriei 
inveftigcmus , ponatur cjus fujijma==. c , ita ut fic S=L"'dx. 
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\\V"\dx + Vdx aU"]dx + + &c. Sumatu' 

valor icquens S' = S+dS. erh S+dS = L' dx. [L'"] dx 
+ L"dx (_\L"_)dx + [L'_dx) + Scc. quiab il!o fubtradtus 
rclinquct , — dS = L' v [L'"] dx* + L U [L'"] + L" 
[L'"]*f l + &c. fcu —dS = tL"'U*iV'dx+ Udx + 
L " dx+ &c.) ideoque — ^ = [ L'"] ( H—fL dx),& 
jntcgrando S = G — f\_L_\dx(H — fLdx), confianre G 
ita aflumta , ut hat S = o fi ponatur a- = a. His inventis 
fict valor diffcrcnrialis formulx propofit* fzdx = «v. dx(N 

+ CH—fLdx) ani/>l~ Lil^L+^aUHlij 

([»] — *}p + ^j^- )). Ha?c cxprcffio autcm in fc- 

quentem formam tranfmutari poteft, ex qua facilius valor dir- 
fcrentialis formari potcrit , fi differcntialia altiorum graduum 
quam fecundi, tam in z quam in [ZJ & |>] i n fi nt . Erit fcilicet 
forraul* fzdx vaJor differcntiaiis abfcifk AZ = * rcfpondcns 

V ^ Wx* dx> + dx* ^'J 

+ »>-A<CLN}(H—fLdx— d lr](H--fUx) + M.[Q}(H-fUx) 

.__ dK[ K ](H—fUx) d+lsHlI— rUxS ■ 

dx l * Tx+ &C. ) + dx 

f[«3 (G—f[£_dx (H—fLdx )) — dmc^f[L\dx(H^Ux\) 

d x 

dd.[qYG—nLy x 'H—rUx)) <?.»[r](C f[L_J*(H—fUx)) 

dx l dx* 

+ &C). Invcnto autem valorc differentiali , fi is ponatur =o ; 
habebitur nrquatio pro curva qua:fita. Q^E. I. 

Co 
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C O R O L L. L 

32. Invcntus igitur eft valor dilVcrentialis pro forrnuhfZdx 
latius patcnte, quam quidem in Propolirione eft affumta: fcili- 
cct fi fuerit </Z=L^n-f Mdx + Ndy + Pdp + QJq 
•i- RdR -h &c. atque cxiftente </n = [z]^#, fi fit 

= [L]^t -f- [M}dx + [A T ]^; + [P]^ -f- TQJJf 
+ [/£]*/> + &c, itcmque fi pofito = [ c ] df 1 * fucrit 

</[*]=_ [»>]</* + C *].*> + [^]^+C?]<? + [/]^ 

+ &c. Quoticunquc nimirum gradus dilicrcntialia iniinc in, 
quantitatibus & [t] folutio data infcrviet. 

C O R O L L. II. 

33. £>iod fi ponatur i/ — fLdx = 7\ & t7 — /t^]^* 
{H—JLdx^ = crit valor diffcrcntialis 

_„„(»_« + ««_*J + taO 

+ . ,. „ ( [ 1Q T- iifl + w _ £mP+tcc.> 

(I X d X ri X 

, , r nr , ^.[r]r , djUq]V d* [r]V . - ^ 
C O R O L L. III. 

34. Hinc igitur squatio pro curva quxfita crit ha*c, o = 

» + w T + w r - '< f +ff r +MyH£a±iai_2i£> 

— <j l 'K+{K}T+[r]V) + &c aj . us progrcfi r loBis i CXj 
fortc oous fit pluribus tcrminis , fpontc patct. 

C o r o L L. IV. 

35. Qiun ctiam hinc refolvi potcrurit ejufmodi ProMemata, 
in quibus Z non unam, fcd plures iitiufmodi formulas imegra- 

lcs 
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les indefinitas n infc comple&itur; vcl ctiam fi [2] plurcsejuf- 
modi formulas *■ =f[z]dx in fc contincat. 

C o R o L l. V. 

!$. Deniquc, ctfi pofuimus cflc [«] fun&ionem dctermina- 
tam , tamen pcr inductionem 4iinc modus patet valorcm difte- 
rentialcm formandi , fi ulterius [>] in fc contincat fbrmulam 
integralem indcfinitam. 

» 

S C H 0 L I 0 N. 

37. Latlflime igitur folutio hujus Problcmatis patet, quia 
non folum prccedcntia Problemara omnia in fc comple&irur , at- 
que ipfi cafui propofito fatisfacit , verum ctiam per indu&ioncm 
ad cafus qualefcunquc magis intricatos accommodari potcft. 
Quod ut facilius pcrcipiatur, ponamus in Q^] infuper incffc 
formulam integralcm ir = f£ dx, ita ut fit £ = dir -f- 
[«] dx -h [»] dj + [>] dp + Iq^dq + &c. exiftcntc 
d£= *dx 4- tdy + 4> dp 4- %dq + &c. Jam ad va- 
lorcm differentialem determinandum , prarrcr quantiratcs integra- 
les binas T & V> tertia debct definiri W, ita comparata ut fit 
W=F — /lt]Jx(G — f\_L]dx(H — fLdx)) qusc 
cvanefcat pofito x = Hocquc facto , erit valor differcntialis 
= n ,M (tf + \V\ T+ (»] V+ > W- ^+W+W+^ 

+ iH H+JSiir+ilU+xf) _ &c-) Qualobremnc» 

quidem maximi minimive formula cxcogitari potcrit, qua? non 
in folutione effct contenta , aut cx talibus formulis compofita , 
ad quas ifta folutio parct. Quinetiam liceret hanc cxprcflio- 
ncra in infinitum cxtendcre , fi quaclibet formula indeterminata 
aliam novam formulam integralem indefinitam in fe complcc- 
tatur; nequc difficultas ulla adcflct, nifiin chara&crum fufticicn- ■ 
ti numero fuppeditando. Qua? cum ultcrius profequi non fit 
neccfle, unicum cafum principalcm evolvcre convcnict, quo 
Euleri de Max. & Mm. P in 
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in formula J \_ z ~\dx> quae valorcm ipfius n prarbet, ipfaquan- 
titas [Zj dcnuo n involvit. Hoc cnim cafu complcxio iftiuf- 
modi formularum integralium actu in infinirum progrcditur ; 
namquc Cx Cvt ^[2] = [L]^n -h [A/]«'.v + [#_]</; + 
CD^+ [Q.]^? - ^ & c - crlt n > c iterum</n, quod anre 
ruerat «V , 6«: quoniam eft n =s [ ZJ </.v , dcnuo cadcm xqua- 
tio «£Z] — [L]^n -f- [A/]^x + [-V]<r -f- &c. rccur- 
rit, arquc ita tra&acio formularum intcgraiium nufquam abrum- 
pctur. Cafum igirur hunc, cum quia infl^nem nobis affcrct 
ufum, tum quia concinnam admirtit iolutioncm, pcrti a&abimus. 

PllOPOSITIO V. PROBLEMA. 

38. St n alacr non detf.r nift pcr tqitaf.onem diffcrentialem dn 
=s [ Z ] d x , m qta [ Z ] . prxicr qn.tntitates ad curxam pcrlutcn- 
tcs x , y , p , q , r , c <'• ipfim qttantitattm n complcclatter , ita 
utjlt d[Z] = [L]dn-h[M]dx+ [Njdy 4- [P]dp 
-f- [Q.]dq-f- &c. Sit Z funcfio qtucunqtit tpfitts n <y ipf.tr um 
x , y , p , q &c. ita ttt Jit d Z ~— L d n -f- M d x -f- N d y 
+ P d p -f- Q_d q -f- C"'"- tnvcnirt curzam , tn qtta , pro dita alj~ 
('Ja AZ =a, waximum minimumve Jit formttia fZ dx. 

S 0 L V T I O. 

Ponamus dirTerentialfa , qua? tam in Z quam In [ Z] infunt; 
fccundum gradum non txccdcre, itaut particula n» ultraabfcif- 
la» punwtum L verfus initium nullam mutationcm inferat. So- 
lutio enim nihilominus hinc poteric maxime generalis confici. 
Sit igttur abfcifla AZ~.v, & applicata Ll = y 3 patietur 
fZdx ab adjcc~ta particula n» applicarar N n = /' nullammu- 
tationcm, cjufque valor dirfercntialis erit = o. Quamobrcm 
va!or dirterentialis formular J'Zdx, quarenus ad totam abfcinam 
A Z extenditur, colligi dcbcbir ex clcmentis Zdx, Z' dx , 
Z'dx, z"'dx y &c. Singulorum autem horum clemcntorum 
valorcs diffcrcnriales invcnientur, li ea dirTcrenticntur, & loco 
differcnrialium dy, dj, dy*> dp, dp' } dp' } Scdq y dq\ dq' 

valorcs 
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valorcs §.30 indicati fubftituantur. Qiioniam autcm infiiper in hxc 
difterenrialia ingrediuntur dn, </rr*, dii' , &c. ponamus co- 
rum valores cx nr oriundos tantifper, doncc cos invcniamus , 
efle hos : 



dn 

dn' 
dn" 



»v. et 

»». c 

»r. y 



dn'" == »?. J 

dn' w = nv. 1 
dri' = n». £ 



Hinc itaquc crunt valorcs difterentialcs 



d.Zdx 
d.Zfdx 

d.Z' dx 

d.Z"'dx 
d. Z n 'dx 
d.Z"dx 



dx (z« + £ t ) 
</x (z'C + 



d X 



dri" 
dri'" 



2QL 



= «r. rify + — -jj- + 

= n,. dx L'"J 
= »,. dx L r 'i 

= »,. dx. tfr 

&c. 



: » f. n 

: »v. $ 
&C. 



2 \ 



Ut nunc valores litterarum*, 6, y, &c. defTniamus , 

notandum cft ciTc dn, dri , ^n", &c. valorcs difterentialcs 
quantitatum n, n' , n v , &c. Eft vcro 



n 
n' 



n' 



n 



fl^dx + [Z]</* 
/[ZJ^a: + [Z]rfx 4- [ 7 'V-V 
fLZJdx + [Z]</* + + [Z"]^.v 

&c. 



ubi /*[Z]</.v, pcr hypothcfin, a partlcula n> non aftkitur. Va- 
lorcs igitur diffetentiales formularum [Z]</v, [ Z']dx } [Z"]«'v&c. 
funt inveftigandi , qui erunt 

P 2 d.ll^Js 
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d.lZ\i* = »r.</x([I> + ) 

i.W* = »k.^(U']C + l£—*i£l> ^ 

d.W* = n>.dx([L"]y + iN'l-~- ^ + ) 

d.{£"]i* = dx[L'"]J • 
</.[Z"']</x =r- »,.dx. [L''] f 

d.t?Ux = [i w K 

&c. 

Es his igitur erit ut fcquitur 

^n' = *r.«x, ( [Ij« + [ L JC + *j£ ,j x * ' 

rfn'" = .^*([L].+ [L']G+[L'']y+[tf'] — ^j 3 



p.ixlL}++tL']i+tL HyHL '"]*+[*! 
rfnV = ,,.,/x ( [L]« + [L']C + [L*3r + E£"3 <> 

&c. 

His comparatis cum valoribus afluimis, eri% 
« = o 

c =iL3*i*+ug 

y ([L> + [L ]C + w - — rfx » 7 
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*m d * + CX/JC + [L"]y + [AT] — 

* = dx ([L]« + [L']C + [L"] y + [!/"']/ + [A"'] 

7T- + T7* ) 



dx dx. 
&c. 



Ex hifque a?quationibus elicirur 



c = Ifl 



*/ = [L'][QJ+ [1*3 — M+^fgJ 

' = [L'][Q] + [L"] [L'J [£]rf* + [ L"] [P']^ 

— ct* ] iqj — 1 [i. f >oi>K^ j^-^j + 

feu/==[L*][L'][Q]rf*+[L'] [F]</* — CQj/[L' ] 

— aC^^OJ+C^]^ — W[P]+ -M^l 

qui valor ipfius / notetur , critque porro * 
r=/(i + [L'"]</*) 
£ = «>(i + [L"']</*)(i+[L n, ] < /*) 

i«/Ci + CL w ]^)(i+CL w ]rf*>(i+CL v ]^) 

&c. 

Cognitis his valoribus, erit valor difFercntialis elemcntis Zdx 
+ Z' dx + z "dx rcfpondens 

= dxCN—il + £?+L[L][Q] + L [P] — 
t£ljt +^Z, < /[.g1 ^ Sequentium autem elcmentorum oik 
nium ufqucad Zvalor ditferentialis, fi ponatur V= [L 1 ] [©] 

P 3 +ttj 
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+ c m pi - wmftww + * - i + 

dil£l, fai <; = f^*,erit fcqucns $ **. Jx{L'"Jx + V Jx 



d x 



(i + [L'"1dx) + Vdx(i+ [//"] dx) ( i + [ L' " ] + Z w '<& 
( i + [//"]<**) (i + [f']*00 + C*'V*) + &c.)K 
Quamobrcm hujus fcrici fumma eft indaganda ; hunc in fi- 
nem, fcribamus L loco L'", & [L ]loco [<£'"], fitque fum- 
ma, quam qu.vrimus, ~ S: erit S= Ldx + L dx ( i + 
[L]^x) + LV* ( i + [£]</*) ( r+ [L']dx)+ L"'dx 
fi + [L]^.v)(i+[I'] dx)( i + [L"]dx) + &c. J.im 
infius 5* fumatur valor fcquens S' = S+dS crit S + dS= L'dx 
+ L"dx (i + [£'] * ) +L"'dx ( i + U'] dx ) (i + [ L" ] </.v) + &c. 
Hincque — ^ — Ldx + L f [L + [L] L"</.v 

fi + [L"]A-) + [L]</.v. L"V*(i + [L']^*)(i+[LV.v) 
+ &c. qua? fcrics cum ad priorem rcduci queat , erit — d S 
= Ldx+S\L\dx, fivcob S>=S, dS+S[L]dx = — 

Uxi qus intcgratadat/ [L]<ix 53= C-// [L] ix Z^-, 
qua? conRans C itadebct accipi, ut polito x — a fiat S= o. 

Hanc ob rem erit valor illius feriei S — e ^ L * d x 

Ldx). Ex his igitur formula? propofira? 

fZdx orietur fequcns valor dirTercntialis : »*. dx ( N — j~ 

+ ^ + ^cqj + ^]- mi£jhaM[g] 
+,«U'Htf] + W[*] - "lTH + 'fU'[gl 

+ dOJ + iii^ ) ), qui tranfmutatur in hanc 

formam commodiorcm , n r, ( N — + + t ^ 
^[P]S , /U- [g] * v Hinc autem formari poteft valor 

diffcrcntialisformular/z^x, fi tam in Z quam in [Z] diffcrcn- 

tialia 
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tialia ad gradum qucmcunque affurgant. Ad hoc crficiendum , 

fit valor formul* integralis fj^ L]dx Ldx , quem obtinct, fi 
x = a ponatur, = H, ac fcribatur , brevitatis crgo, V loco 

hujus exprclfionis e ~~ /[ L]dx ( H —fe f[ L]!x Ldx), crit- 

quc valor difTerentialis =* ». </* ( #4- [ tfj f — 

+ ^(g+Jg]r) _ j^g^UD + &c . ) Atque\inc 

pro curva qua?fita orietur ifta arquatio, o = #4- [#] — 
^L+fUZl . dlCQj-iRlL) gJAJilAliJ 

C O R O L L. I. 

3P. Infcrvit igitur iftapropofitio cjufmodi Problematibus refol- 
vendis , in quibus maximi minimive fbrmula fZ d x talcm in 
fc continct quantitatem n, quae nequidem formula integrali cx 
quantitatibus ad curvam pertincntibus x , y, p y q, r, &c. ex- 
hiberi poteft , fcd cujus detcrminatio pendet a refolutione *qua- 
tionis differentialis cujufcunque. Habetur enim dn = [ Z] dx. 
atque [z] ipfam quantitatem n utcunquc in fe complc<fti poni- 
tur. 

C O R O L L. II. 

40. Cafus hic notari mcretur , quo eft L = [L], quippc 
quo fit formula / e f[L]dx Ldx integrabilis , intcgrali exiftente 
= / [L] ^ x . Qyod ficrgo,pofito.v=4, abeat A 1 ] dx i» 
H 3 fctV=He-' I ' [L]<lx —i. 



* 
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C O R O L L. III. 

41. Cafus hlc potiflimum locum habct, quando curva quar- 
ritur , in qua fit ipfa formula n = /"[Z^xmaximum vel mi- 
nimum. Tum cnim fit Z & hinc L = [L] , Af 
= [ A/] , # = [ N~\ &c. Hinc itaque erit valor dirfcrcntialis 

. , H r 0 i.- /[L]ix 
+ a a . n 1 v, j ^ &Cj ^tquc jcquatio pro curva erit 

— &c. 

C O R O L L. IV. 

42. Quia ex hac arquatione quantitas H ci data abfchTa A Z 
=rf pendcns pcr divifioncm eft egrefla; patet his cafibus cur- 
vam uni abfcifla» fatisfacientem , eandcm pro omni alia abfcifla 
efle fatisfaduram : ita ut ha?c Problemata fimilia fint iis, in 
quibus quantitas Z cft fun&io dcterminata. 

C O R O L L. V. 

43. Si ergo quantitas n — f[Z]dx dcbeat eflc maximum 
vcl minimum, exiftcnte d[Z] a [L]dn + [ M] dx+ [N] dy 
+ C I*] d P + [ QJ <*9 + & c - curva poterit exhiberi, quar una 
pro quacunquc abfcifla ifta proprietate gaudeat i ejufque natura 

cxprimetur hac aequatione : o = [N~\ e ~~^- L ^ x — _&Lj- - 

H ^ t— 1 &c. Ex qua infuper, cvolutis fingu- 

lis terminis, quantitas cxponcntialis e ^ L ^ x f at q UC a d eo 
ipfa formula imegralis /*[ L ] dx exccdcnt. 

SC Ho- 
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SCHOLION I. 

44. Ufus hujus Propofitionis cximiuscftin quarftionibus ira 
comparatis, ut quantitatcs indcfinita? in iis contcnta: pcr tormu- 
las integrales cxhibcri nequcant , vcrum conirructioncm rqua- 
tionum difterentialium poftulcnt. Atquc hxc folutio perinde 
valct, fivc una hujufmodi quantitas n inftt in formula maxtmi 
minimivc fZdx fivc plurcs ; quod fi cnim plurcs infint cjufmo- 
di quantitatcs n, piures ctiam habebuntur valorcs HcterarumL, 
[Zj, [M], [JV], [PT, [Q] s &c. atquc ctiam linerae V= 

_ ' L J (__! — J* Ldx); qui omncs arquaiitcr , co 

modo qucm invenimus , in valorcm dificrcntialcm formular 
fzdx introdu&i prarbcbunt arquationcm pro curva; fitr.ilisquc 
omnino tractarioerit, ac fi unica tantum adcflct. Qttoniamau- 
tem littcra ifia n , cujus valor abfolutus pcr quantitatcs ad cur- 
vam pcrtinentes exhibcri non potcft , in omnibus fcrc tcrminis 
mancti a.quatio pro curva, qurc invcnitur, nonfolum cx littc- 
ris #, y, p , q, r, &c. conftabit, fcd etiam ipfam cam qtian- 
titatcm n, aliafque fbrmulas intcgralcs plcrumqucab ca pendcn- 
tcs, ut\ f[L~\dx & fLdx y involvct. Qiiare ut arquatiopro 
curva pura, qua: tantum littcris *x , y , p , 7, &c. contincatur, 
piodcat, oportct cum arquationc inventa, poftquam a formulis 
inregralibus f] L]dx ScfLdx cft libcrata, conjungi xquationcm 
dn = ~\z~\dx , cjufque opc valorcm n climinari. Quanquam 
autcm hoc modo ad diftcrcntialia altioium ordinum pcrvcnitur, 
tamcn non totidcm incffc cenfcndac funt conftantcs arbitraria*. 
Nam tam ipfa arquatio dn= [Z]dx , quam rcliqiu* antcriorcs 
icquationcs, ccrram tcquirunt detcrminationcm, utulc piurcsconf- 
tantcs determinabuntur. Catcrum notandum cft vcritatcm h.i- 
jus Mcthodi comprobari poife pcr prarccdentcs, quando sequa- 
tio </n = [z]af.v ita effc comparata ut intcgrationcm admic- 
tat: tum cnim cardcm quarf-iones pcr Methodos antc traditas 
rcfolvi potcrunt , indeque confcnfum obfcrvarc liccbir. Ita l\ 
\\z~\ tantum ex x & n conftet, tum ccrtum crit n eflc fundtio- 
Eltleri de Max. & Mui. Q ncm 
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ncmquamdam ipfius x dcttrminatam , arque folutioncm ad Ca- 
put prxccdens rertinerc. Idcm vcro hxc folutio patefacict , 
cum cnim lit hoc cafu [iV] =0, [P]-— o, [££J = o , &c. 

aquatio pro curva cnt o =N — + ^ * — & c - quat 

cadcm per Mcthodum priorcm obtinctur. Ufus autcm hujtts 
folutionis clarius pcr aliquot Excmpla dcclarabitur. 

E X E M P L V M I. 

4?. Invcnirc turvam , in qtta ft maximus va/vr ipfus n, cxif. 

tcntc dn =gdx — «n n dxv'(i + PP )• 

• 

Quxftio ha?c occurrit quando qua?ritur curva , fuper qua gra- 
ve in mcdio rcfiftentc fccundum cclcritatum rationcm in plica* 
tam defcendens maximam obtinct cclcritatem : denotat cnim 
n quadratum celeritatis , & g vim gravitatis fecundum diretftio- 
nem axis A Z excrtam. Pertinet itaque harc quarftio ad cafum 
Coroll. 3 4 , & 5 expofitum , quo erat Z = ( Z] = g — 

•n" ; atque adco curva uni abfdfla? fatisfaciens pro 

omni abfcifla a?quc valcbir. Cum igitur fit dZ ~ — *»n n 1 

rfnVCi+//> — ^f^, crit [L]==-««n' ; — 1 

v'O+,/0, [AfJ=o, 1:^3=0, [P]^ — ^^^; 
[ Q } = o , &c. Unde pro curva quatfita ifta invcnitur arquatio : 

0 d ,[ p 3 e -~fm** 9 fe, [P j /ct] = c . hlnc . 

que— /[L]</.v = /C— lL]Jxs=:4Wi. Subfti- 

tutis crgo Ioco [L] & [i>] dcbitis valoribus, crit/«»^ , "~■ , 
rf* ^ ( 1 ) = + /C— / — « — /n"— //> + A (1+/^) ; 
hincquc *tfn"~"' l ^;vv / ( !-}-/>/>)=: — ^ il j 
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3=3 — , ( /| n ) 1T * fcu 0 — nia * * * n " * y/c 1 + ^ 

+ . ■ HH?) ' ^ 4 " 0 » ut eliminctur rr, conjungcnda. 

cft cum hac _n4- *n *Vx v / (t + /^) ~ g dx ; undc ftaritn 
& ._.,„+ -^ffi^-., _ „ = _ _<l±ri. Cura 
igitur curvafu„itinvcnta, haec arquatio ftatim prxbct celcritatcm 
corporis in quovis curvae Ioco. Ponatur dx _= — __ , cr ; t n 

/> / ( i 4-// ) & </n ==/ „ / ( i 4-/_ ) 4- / dp ( i + W ) ; hinc- 
quc obincbitur ifta acquatio , p<it( i+pp) +tdp(i + 3p *) 

J ^ *" ~ ~°' «l 11 ^ tranfinu- 

tatur in hanc V^('+//0+^/^ + £+j^) 8 __ . 

cujus integrnlis eft 



+ 1, feu ,?=-(* 4-G/O / "p"(.i-hpp) n ~~* i hincque 
' = ■ „. . Erit igitur dx = 

/O+z/) 1 a *_(*+c/) 

=__/ &„y — 

*/(! + />/) («4-C/) 

— _/' 

. ■ ■ J Wncquc n = 

*4-Cf 5 «_ y p(i4-J>/0 v «4-G? * 

atque;--— ± fJ* $r ___Cl±___. 

Hinc apparet quantitatcm n fupcr curva nufquam cfle poflc 
= o; hanc ob rcm, in curva; initio n jam habcbit certura quem- 

Q. 2 dant 
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dam valorem. Ut autcm indoks curvxmagis pcrcipiatur, ex 
arquationc n « - _^±<* > patct valorcm ipfius ^ 

ubique negativum cfle oportcrc . cx quo curva verfus axcm 
erit concava. Qiiia igitur valorcs ipfius p rcccdendo a curvac 
iniao dccrcfcunt , in ipfo curva- initio f maximum habcbit va- 
i.g c. lorcm. Hinc ponamus initium curvae ibi, ubi eft/— oo. Sit 
e uo AP axis curvx vcrtlcalis , in cujus direclione vis gravita- 
tis t cornus deorfum trahat , atquc in initio curva? A fit rangcns 
horlzontahs Aa : ibique corpus motum fuper curva incipiat , 
celcritate,cu]us quadratum fit Erit igitur, pofito/> = oo , J= 
»X, atque C*" = £, feu C = -f,- Porro ad uniformitatcm 

confcrvandam fit « = Quod fi jam curva quarfita fic 
AM, & P onatur AP=*, PM = », & 4 *=f* i eritin 
M celeritatis quadratum n = *i yl^l±£ti|»que ubi tan- 

€ens curvx /ict vcrticaKs, ibi crit celcritatis quadratum = *v£- 
Curvae autem conftruftio ita conficietur, ut fit 
v _ *>kr_±t » __+*.'i & 

___ K /-_£__ 5 1_ ' _ _t 

Deinde commcmorari mcretur fingularis proprietas, feu re- 
latio inter corporis defccndentis vim centrifugam, qux eft 

- , & vim normalem qus cft ^f^fy Qy° d fi cnim 



2 n 

r.iJ. oltuli : 



vis ccnrrifuga -4^ = ""'"'V, ponatur = F, & 
rad. ofc. ^(^+^)' 

vis normalis v J+„) = g » crit » cx ^tione n= — 
+/>*>) feu —zndp _ -jP^J-k, hxc rcla- 
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t;o intcr vim centrifugam F& vim normalcm G s ut fit F = 
2n G: nempe vis normalis fe habcbit ad vim centrifugam ut 
i ad 2 ». Corpus in A data celeritate motum inchoans defccn- 
dcndo fupcr curva AM, inquovisloco M abfciifa? AP refpon- 
dcnte majorcm habcbit ccleritatcm , qunm fi fupcr .nlia quactin- 
que curva cadcm cclcritatc initiali defcendiifct. Evolvamus au- 
tem binos cafus principalcs ; 

Sitquc i°. rcfiftcntia quadratis celcritatum proportionalis , 
erit *= x, & F=2 G. Pro curva autcm habebitur: 



bk C dl 



& 1 = blcf- tl P 

} / (*+iXF7v d+ppy 

itemque arcus curva- AM ~ — ^f~rrr-r\ =C+kl b +?& m 
Ponatur arcus AM = /, qui cum evanefcere debcat pofito /> = e» , 
«it/«^^, hincquc 

77^* : ^ i;- Unde oritur u*+ ***?*-=* **''*'** 

£\(* — x) 

Erit autcm porro ex armiatione j = — hkf . Lx , j£ ■ — . 
integrata t = , H /' + **/>) ( *+ "(ik+ exkk) ) . 

a*. Sit refiftentia ipfis ccleritatibus proportionalis, fict» = * 
& F=G, hoc eft vis centrifuga vi normali erit arqualis. Qiix 
bin* vircs cum fint contrariar , qu*fito fatisfaciet ca curva , qua: 
a corpore fuper ca dcfccndcnte omnino non preraitur.Eritautem 

hincque yWH&W*=-**W*& ^ '' hincquc 
integrando «.— ^ ± + tgkl ^fz^- H.xcer- 

Q. 3 go 
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go curva non fulum pcr Logarithmicam ccnftrui poteft, veriim 
cft portio ipfius Loganthmicje obliquangula*. Erit fcilicct ipfa 
curva projcwtoria, quam corpus in hac rdiftentia? hypothcfi 
projectum liberc defcribit. H.oc convcnicntia cx eopatct, quod 
curva a corpore moto nullam fuftinec prcluoncm , qui* eftpro- 
prietas curvarum libcrc defcriptarum. 

ExEMPLUM II. 

46. Invtnire curvam in qua^pro data alfcifa x = a, minimum 
f,t iJJa formula f *£S£«±£E>, txijhmt d n = g d x— « n n d x 
v (i+pp;. 

Quarftio ha?c congruit cum flla , in qua rcquiritur curva , fu- 
pcr qua corpus dcfccndens , in mcdio rcfiftentc cujus refiften- 
tia eft ut potcftas cxponentis 2 n ccleritatis, citiflimc arcum 
abfcifla? a rcfpondcntem abfolvit. Dcnotat enim hic g virn 
graviratis fccundum dirctfionem axis follicitantcm , \/ n ccleri- 

tatcm corporis in quocunquc Ioco, & * n" rcfiftcntiam mcclii 

ipfam. Erit itaquc Z = xllJjkJlJ ^ & hinc d Z = . . .» 

+ VnC»lffJ ,Undccntte THTh ' 

M===Q > N = °> f== vnC«+fp) ***<*l*l**M 
— a n" v ' ( 1 4-/ A') > & d [ Z ] = — « n n w ~ 1 d n v'(i+//>) 

CATJ = 0> C^] = o, & [P]= J7«""( . Ha- 

VC 1 + fl > 

bcbitur crgo F« ,««/n*~7*V(«+tt) . 

dcno- 
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dcnotante H eum valorcm formuL* 

— xHfn""* d*V(.t+tt) 4x±£i±Pt) nltmn% , . . 
' zns/n qucm obt,ncC 

fi fit x =4. Namque P cvancfcere dcbct pofito x cft- 

que dV^= *»Vn"~- l dx^(i+p P) + J * <t ( ' + P P ) . 
r , . . 2 n v n ' 

Lx rus pro curva quarfita obtinebitur ifta squatio : d. (P + [P] 

^c&P+fPj^C, fcuF=£=£. Subfticutis cr- 

go valoribus debitis, erit c* H ? * d *V(i+Pp) 

x(j>—« n f n "~~ * d *V(i+pp) j*££ l±t£) tj x 

= t J 1 l + PP . ) t Qyarc conftantem Cita dctermina- 

«n /V n 

rioportet, ut pofito fiat C = Cum 

autemfit^= 1 £vLLl±££i , crit d v 

« R v 7 n «n"/> 

n + i T « + 1 T ~ 

_= l_V_I_i____ . »JvyVt+;,p) *C(j_+ppUx 

anVn n v n > 

in fubfidium vocata jrquatione dV^ttnVn 1 dxy/(i+pp) 
+ an^ p) ' Cum autem ^n= s dx— * n" dx . 
X i +//)crit — __±_2___f + »£.$A*( l +tP\ 

«n v 7 n «n /> 

+ ==o, fcu _ _____________ 

«n";V(' +/>/-) FVU+PP) r77~n" 

>l CW„ V 7 ( I + tp) , r • 

^ — . Qiod fi ;am hxc arquatio cum illa 

dn =gdx— <m" dx v 7 ( i +pp ) conjungatur , pcterit cli- 

minari 
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mmari quantltas n , hocqttc pacto invcniri arquatio pro curva 
qu.dita. Hoc autcm modo calculus ficrct maximc taediofus, ac 
minimc tra&abilis. Adminiculum vcro fummum afferct ultima 

xquatio in hanc formam tranfinutata : = ("4-i ^v^+pp) 

SP 1 nv n 

— *Cix(i + £p± t cui cxprcffioniantca-qualiscflc invcntu« 
cft valor ipiius dVi crit crgo dV == — & V = D — 

° 

£ = 1 £JLU± ). j ain jgicur habcmus duas 

Sl> * n \/ n <* n'/> 

rquationes has <"K)rf«VP+M) 

; »CJ.v( T +pp) 5^ — 1 1 +1T) 

Ex quibus fi climinctttr n , habcbitur arquatio intcr p & *' ejuf- 
modi, tit nufquam .v fcd ubiquc tantum dx occurrat , cx quo 
illa a?quatio potcrit conftrui atquc adco ipfa curva. Vcl faci- 
lius cxpoftcriori arquatione detcrminctur/» pcr n , hicque valor 

in arquatione fundamcntali dx = ^-^ fubfti- 

i — <tn </(i+pp) 
tutus , dabit valorctn ipfius v pcr n , crit fcilicct x = 

/ 2s a t<,uc , = / 1 ia 



g — « n *'(!+/•/») g — «n V(i+pp) 

Conftans autemZ? itadcbct accipi, ut pofito*=rf, quocafu 

fit c = nuf+iT) J fiac D = nnUrn ■ fcu tura * 

dcbct ~ =st. 

S C H 0 L I 0 X 11. 

47. In his igftur duobus Capitibus , Mcthodum cxpofuimus in- 
vcnicndi lineam curvam , in qua , pro datx magnitudinis abfcif- 
fa =4 , maximum minimumvc fit formula /Zdx, exiftente Z 

func- 
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fundtionc ipfarum .v ,y,p , 7 , r , &c. five determinata five ir.dctcr 
minata. Functio autcm dctcrminata nobis cft , qua?, fi alicubi dentur 
valorcs litterarum x, jr,/>, 7, r &c. ipfa affignari potcft , fivc algebrat- 
ccfive tranfcendentcr. Funclioautcm indctcrminataeftjquar pcrda- 
tos iftarum littcrarum valorcs, quos uno in Ioco obtincnt, affignari 
nequit, fcd omncsvalorcs prarcedcntcs fiiuul involvit, quemad- 
modum hoc cvcnit , fi figna intcgralia occurrant. In Capite 
igitur fccundo Mcthodum tradidimus omnia Problemata rcfol- 
vendi , in quibus Z cft functio dctcrminata ; in tcrtio vcro hoc 
Capite perfecuti fumus eas formulas, in quibus vcl ipfa eft 
funclio indefinita , vcl talium unam plurcfvc involvit ; fimulquc 
Mcthodum exhibuimus pro iis cafibus , quibus fundio illa indc- 
finita nequidem pcr formulas inregralcs rcpnxfentari poteft , ve- 
rum refolutioncm aequationis diffcrcntialis requirit. Nunc igi- 
tur cos cafus evolvamus , in quibus expreffio , quae maximum 
minimumvc cffe debct, non fimplex eft formula integralis, uti 
ha&enus pofuimus, fed cx pluribus ejufmodi formulis utcun- 
que compofita : atquc fimul Methodum apericmus plura alia 
Problemara , quar non ad coordinatas orthogonalcs fpc&ant , cx- 
pcditc rcfolvendi. 

C A P U T IV. 

De Ufi Methodi haiienus tradits iri rejolutione 
varii generis quxjiionum. 

_ PROPOSITIO I. PKOBLEMA. 

% 'TNvenire kquationem inter binas variabdes x & y, itaut .pro 
JL dato ipftus x va/ore, puta poftto x = 3 , formuU {7A% ob- 
tineat maximum minimumve valorem, exiflcnte Z funiJtotte ipfarum 
X, y, p, q, r, ejrcfve detcrminata ftve i/tdeterminata. 

S 0 L V T I 0. 
Ex quacunejue confideratione variabHcs * cV y fint natar , cx 
Eu]eri De Max. & Mtn. R fempcr 
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femper tanquam coordinata: orthogonalcs cujufpiam curva? conw 
(idcrari poflunt : atque hanc ob rcm quarftio propofita huc rcvo- 
catLr , ut dctcrminetur curva abfcilfam habcns = x & nppli- 
carr.rn ~y , in qua valor [Zdx , fi ad abfciifam dara: magni- 
tudinis , puta x^=a t applicctur, fiat omnium maximus vclmi- 
nimus. Quod fi autcm Problcma hoc modo proponatur,tum 
ejtis folutio in prarcedcntibus Capitibus Jatis fuperque eft tradi- 
ta, Quamobrem formuhr propofitar/Z dx> fecundum Metho- 
tios antc expolitas , capi oportct valorcm diiFcrentialcm , qui 
data; abfcifiae x ^=,a convcniat, ifque nihilo arqualis poiitus da- 
bil aquationcm intcr x & y defidcraram , qux pro data abfcifla 
x s=s a , producet formular/ Zdx maximum minimumvc valo- 
rcm. Q. E. L 

C O R O L L. L 

2. Mcthodus crgo ante tradita multo latius patet ; quamad 
arquationcs inter coordinatas curvarum invcniendas, ut qua> 
piam expreffio fZdx fiat maximum minimumve. Extcnditur 
icilicct ad binas quafcunquc variabiles , fivc ea? ad curvam ali- 
quam pertincant quomodocunque , fiveinfola analytica abitrao. 
cione verfcntur. 

C O R O L I II. 

3. Intcr binas autem variabiles propofitas difcrimcn ingcns 
intcrccdit , co quod propofita formula fZ dx pro detcrminato 
quodam alterius variabilis valore maximum minimumve obtine- 
rc dcbcat. Ifihanc ergo variabilcm conftantcr litera x } altcrajii 
vcro iittcra y denorari convcnit. 

C O R O L L. III. 

4. Litteris igitur x & y dcbito modo binis* quantitatibus 
variabilibusimpofitis, crit/> ==^,y=^., r == yj 



» 
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Ar 

' ~ Tx &c * *~* is k^ iCCt l" tc " s cH&rentialii cujufcunquc 
gradus, qux fortc in maximi minimive formula infint, ro!!i 
potcrunt, ita utZfutura fitfundio littmrum *,/» f, f t r, &c. 

C O R O L L. IV. 

y. Cum crgo maximi minimivc formula ad talem formam 
fZdx fucrit rcducla, in qna Z fit fun&io ipfarum .v, 7, 
q, r, &c. fivc dcHnita five indefinita , tum cx fupcrioribus prar- 
ccptis formulx f zd x valor ditfcrcntialis , rcfpondcns toti abf- 
cifli propoCra: x = a, dcbct invcftigari , qui niJlilo seqtialis. 
pofitus prxbebic arquationcm intcr x 8c y quxficam. 

C o R o L L. V. 

* 

> 

6. Si ZqW fuh<ft:o dc~:.!ia ipfarum x , y, p , tj , r , &c. tum 
valor dirfercntialis (brmuitc f Zdx non pendct a prajfcripto abf- 
ciflx valorc x -= a > & hanc ob rcm .rquatio inter x & y in. 
vcnta pro qualibct abfcifla prxbcbit inaximum vcl minimum 
formula?/Z^x. 

" ' i 

S C II 0 L I 0 K I. ' 

% Quia in hoc ncgotio valorcs difTcrentiales , quos antc pro 
omni gtncre formularum fparfim eruimus, in promtu cflc opor- 
tct, cos hic conjun&im in confpe&um produccmus, ut fit un- 
dc, quovis cafu oblato, valorcs diftcrcntiales, quibusoptis fucrir, 
conquiri ac depromi queant. Exhibcbimus igitur formula:/ Zdx 
pro varia fun<ftionis Z indole valorem dirrcrcntialcm , qui pcrpe- 
tuo dctcrminatK variabilis.v quantitati, putax =a 3 rcfpondear. 
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L 

Maximi minimivc formula' 

JZ=MJx+ Ndy + ? dp + Qdq + Rdr + &-c. 
Valor diffcrentialis crit 
, , v ,dP ,ddfl__d* K . <* 4 S o. c 

qui valor ditrcrcntialis pro omni variabilis x magnkudinc icque 

valct. 

Maximi minimivc formula 

fZdx. 

dZ—Ldn + Af** + Ndy + P<*/> + QJl + &c: 

&n — f[Z]dx 

exntente 

Jam pofito poft integrationcm x — (\tfLdx = if, po-t 
naturque if — fhdx = 

Valor dirTercntialis erit 

d*.(K+Mry . _ 4 .(5+ [s3 f) & ) 
I I L 

Maxinu minimive formula 
fzdx. 

dZ=Ldn + Mdx + Ndy + Pdp + QJq + «rc 

& n=f\_z-\dx 
d[z-]=lL]dx+lMldx+lN}dj+lPldp + lQJd3+8cc. 

& ar = fl*]dx 
dl^=lmldx + ln]dj + tp]dp + lq]dq + [r\dr + &c. 

Sit Uerum, pofito poft intcgrationcm x = 4 ut ante,/X^ 
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=«= H 3 acponatur H—fLdx=V. Jam intcgretur /[L] Vdx, 
fitquc integralc, co cafu quo x=a ponitur, = G 3 ac po- 
natur G -~f[L] Vdx = [ V] = G —flL] dx (H—fLdx^ 
His pofitis, Valor difFerentialis erit 

+ Q+ [£] g +M [iy d\( k+ \k)v+\i\ 

+ ^(s + [sh+\s]\v-)) _ &c> ; * 

undc fimul lex progrcflionis patct , fi adhuc plura integralia 
involvantur. 

I V. 

Maximi minimivc formula 

fZdx. 

JZ = Ldn + Mdx + Ndy + Pdj> + Qdq + &c 
&n=fZdx 

Abeat , pofito x = 4 , harc expremo c^^^in H, denotantc 

# numerum cujus logarithmus eft = 1 , fiique H c f^zss Vt 
Valor duferentialis erit 

Maximi minimivc formula 

fZdx. 

dz=Ldn+Mdx + Ndy + Pdp + Qda + Rdr + &c 

& n —flzidx 

<* [5 = m*i +LMy*+\m+ipy/>+[ctwi+iRidr+ 

Sit , n ponatur x == a , poft integrationem 

fc f[ ^ dx Ldx = H 
atque ponatur 

R 3. < 



1 /1 
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Valor diffcrcntialis cric 



In his igictir quinquc cafibus contincntur omnes regula?, quas in 
Capiribus praccedentibus invcnimus. Iiquc tam latc patent, 
ur omnes caliis qui quidcm occurrcrc qucant , in iis vci actu 
contincantur , vcl (altem pcr cos non ditficulter rcfolvi poffint. 
Iis igitur hic in compcndium rcdactis, corum ufum monftrabi- 
mus, in rcfolvcndis quarftionibus, in quibus X & y non dcno-; 

tant coordinatas orthogonales. 

< . . . . 

EXEMFZUM I. 

8. Ex d.tto ccmro C duclis radiis C A, CM, invtmre lintam 
AM , f** ititcr omtics alias lincas intra angulum A C M conten* 

tas fu brevijfma, 

Patct quidcm hrthc Jincam quaefitam e(fcrc<flam: mtcrimtamcrt 
hanc quarftioncm fccundum prarccpta data rcfolvi convenict, ut 
confcnfus .Mcthodicum vcritatclucuIcntiuspcrfpiciatur.Cum igitur 
longitudo lincx A M pro dato angulo A C M dcbcat efte minima; 
ponamus angulum hunc AC M cflc — x ; fcu ccntro C, radio 
CB = i , defcribamus circulum, fitquc arcus BS = x. Tum 
fit radius CM alrera variabilis —y> arquationc cnim inter has 
variabiies x & y invcnta, innotcfccr natura lincce qua-fira? AM. 
Jam autcm ducto r&dio proximo C m crit Ss = dx 3 & mn 
=— dy, ittmto Cn =_CM : ob triangula vcro fimilia CSs 
& CMn cric i: dx — CMr>] : Mn[j </*]." Ex his ita- 
quc fcrit M ra=V (</t* +Jf*"* x ) » & quia pcrpctuo poni- 
mus dy 7z=pdx , crir Mm = dx V (yy -\-p$ ); undc linca? 
AM longitudo erit = fdx\! (yy+pp) , qua? debct efle mi- 
nima pro dato ipfius x valore , puta x = a, At quia ha?c for- 
• mula 
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mula ad cafum primum pcrtinct , Hnea fatisracicns erit pro quo- 
vis valore iplius x minima. Cum igitur fit Z— v / (j 

ctit * 2 = vcFffe + X£h> ' * !n cafu **" fi " 

A/=o, N= P = v(r/ / + Q = o , 

J? = o, &c. idcoquc — Ndy + Habcbitur crgo 

ifte valor diffcrentialis nv.dx(N < — — ) , indcquc pro folu- 

tionc ifta xquatio , o = N — — : qu.r , multipltcata pcr pdx 

= dy , dat Ndy — p dP; quo in arquatione dz = Ndy+Pdp 
fubftituto, prodibit dl -- Pdp + pdP , & intcgrando z4~C 

= P/, k»C+^+ffi ==- 0 ^ y Qi.ocircacrit.,^ 
.s= Gw/?. = b. At eft M m {dx v' -f-^/> ) ] : M n [ j ] 

= MC[)]: ^Tjy+Jp) ; qu * quarta P ro P ortionaUs P rsebct 
perpcndiculum CP, quod cx C in tangentcm linca? quaefita- 
MP demittitur. Cum igitur hoc pcrpendiculum CP fit conf- 
tans , intelligitur lincam qua?fitam effe reftam : & guia , in a> 
quatione invcnta prima Ndx = dP ,dux infunt potcntia conk 
cantcs arbitraria? , conditio Jixc quxftioni cft addcnda , ut linea 
quarfita pcr data duo punfta tranfcat ; tum igitur linea recta per 
Illa duo puncta du&a quarfito fatisfacict. 

ExEMPLUM II. 

9. Super axe AP conjhuere lineam BM, ita comparatam, ut^ jy^. 8. 
abfcifa area ABMP data magnitudtms , arcus curva BM UU 
arex rcfpondems Jit omnium minimus. 

Quia pro data arca ABMP minima longitudo arcus BM 
requiritur, area ABMP nobis dcfignanda crit variabili x: aW 
tera variabili y autem indicemus applicatam curvae P M. Jam 

fit abfcitfa A P == / , erit x=fydt 3 idcoque <//= — : atque 

arcus 
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arcus BM longitudo crit =r/y + ~). Pofto crgo 

dy—pdx , minimum dfe debct hxc formula /Vx \/( -i- -{-/>/>) 
= / ^Il±21£j0 . Erit iwque z==== i iO 4- W ) , & 

iz ZRUT7?) + ri&fry unde 

y ° „/(7 + ',V) ' f = 7(7^ ' «-■=• & - p - 

tinct crgo hxc quxftio ad cafum primum, ac folurio prxbcbit 
lincam curvam , qux pro arca quacunqucAP MB abfciflx crit 
breviflima. Pcrvenietur autcm , uti in prxccdcntc Excmplo , 
ad xquationcm hanc Z=C-\- Pp t atque curva quxlita pcr 

data duo puncu dcfcribi potcrit. Erit itaque - > 1 *t" ???? * 

7 v'( i + yyp ?) i hinc fit = 4- &/> = 

iSJ±=12l = *JL==±2. 0 b ix^ndt. Erit igitur 4/ 

= 5 & ' 8=8 ' ± v ' Q?«* 1Inca 

quxfita erit Circulus , ccntro alicubi in axc A P , puta in C , 
alfumto : ifquc inter omnes alias curvas per cadcm duo quxcun- 
quc pua&a dudas , pro data rcfecta arca ABMP, habcbitar-. 
cum BM brcviiTimum. 

ExEMPLUM (IL 

lo. Eduflis ex puncto fxo C radiis C A , CM ; intra eos 
defcrilere curvam AM, qua pro dato fpatio ACM habeatartum 
AM brevijfimttm. 

.Quia arcus AM minimus crfc debct, fi fpatium A CM da- 
tx magnitudinis abfcindatur; ponatur area hxc ACM = x, 
atquc radius CM dcfignctur altcra variabili^. Jam ponatur 

arcus 
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arcusBS, radioCB = t dcfcriptus, = /i crit, ut antc vidi- - 
arnsy Mn—ydt , & arca MCm= % ~yydt = dx , unde h*t 

dt= ^j. Quia porro eft M m = ✓( 4f + fdt x ) = 
Vtdf+ 4 — *-) j dy = />dx , minimumquc effe dcbct 
fjJa+mi)' Cum igitnr fit z= lii-±2V) , eric 

yyf(i+fr) v( 4 +ft*) 

jQ_= o , cVc. Hinc rcfultat ifta arquatio Z=C+Pp; proptcrca 
quod fit M=o: idcoquc * /r * + ^') ==c+ _^._ _ 

fcu 4 = C;v/(4+;;/;)vcl 2* =7^ (4 i hincquc 
____ aVL^ZZJBQ^rir^ *£- j ac *// = ^ • 

r jy? dx yydt VA» #) 

itemque integrando / = A fin. + A fin. -j- = A fin. 

cc)+cs/<bb— g) In AC cx S dcmktatur pc n >cndicu^ 
lum QS=fin.A/, crit QS = *&fc= cc ^ /( **~ At 

cx a-quationc /4- Co/_/?. = A fin. 4- colligitur curva qua?fita 

cffc Circulus AME pcrpundhim fixum C tranficns. Dcfcriba- ffe 
tur cnim fupcr diamerro quacunque CE in C tcrminara Circu- 
lus CAME, arcus A M interceptus inter radios ACM pro 
data arca A C M eric minimus. Scilicct fi alia quarcunque curva 
per duo quaecunque puntta in hoc Circulo lita dcfcribatur , bi- 
nifque radiis ex C dudtis arca acqualis arca? A C M abfcin Jatur, 
arcus illius curva? refpondcns pcrpetuo major crit quam arcus 
A M- Quod ut appareat, ducatur cx C ad C E normalis C D , 
in camque cx S pcrpendiculum S Q dcmitratur : crit triar.gu- 
lum S C Q_fimilc triangulo CEM, hincqueCE: CM [7] 

CS[i]: SQ>uSQ = ^ = fin.A. DBS,vclDBS 

Eulcri de Max. cr Min. £ = 
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sss Afin. Pofita crgo diametro CE = £, & quia eft 

DBS = BS-hBD = t+Confl. cmt+OnJl. = Afin.-|- ! 

quaf eft ipfa illa proprictas , qua curvam quxfitam pra-diram cflc 
oportcrc invenimus. 

EXEMPLUM IV. 

r,g io. II. 1» fuperfcte tjuacunque , five 'convexa five concavd , duute 
Itncam , qua fit intra fuos termmos ommum brevijfima, 

Sumatur planum quodcunquc ad quod fuperficies referatur," 
A P Q, in coque capiatur recta A P pro axc. Jam cx linex 
quarlitae fingulis punttis concipiantur pcrpcndicula in hoc planum 
dcmitti , quibus dcfcribatur linea A Q_, quae erit projec"tio lineas 
breviffima; in hoc planum; qua cognita, fimul ipla linea brcvif- 
fima in fuperficie propofita innotcfcct. Vocetur 
P Qj=yi atque cum natura fuperficici detur, ex datis AP=* 
& PM = ; dcfiniri poterit longitudo perpendicularis Q_M in 
planum A P Q_, donec fuperficicm in M lecet. Quod fi crgo 
ponatur QM = z , longitudo hujus lincx z dabitur per x & 
y> ita utz fit funftio dehnita iplarum x &y. Cum igitur fit 

V funftio ipfarum x & y , qux ex xquationc locali ad fuperfi- 
cicm datur , ponamus efle dz — Tdx + Vd) ; cruntque T & 

V cjufmodi funcHones ipfarum x & y, ut TVx-f- Vdy fit for- 
mula difTercntialis dcfinita: pofito ncmpe dT=Edx + Fdj y 
crit dV= Fdx-\- Gdy, exiftcnte littcra F utriquc differentia- 
b' communi. Nunc clementum linear in fupeificic duft.r eft = 

dx l -+- dy l +dz* ) = s/ ( dx x + df H-(. Tdx + Vdy 
Pofito crgo dy — pdx, minimum clle debct harc foimula 
/</xV(i+/ + r -+- 2TVp+VY)i ita ut fit 2.SS» 
VCi+^-r-^-r-ar^+FV 1 ), unde fit 
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+ TEdx + TFdy + pdp 
+ VEpdx + ^F^ + r^; 
<*Z= <{ + jTF/^x + TGpdy + 

+ ^F/>Vx + VGpp dy • 

v U-r// + P+iT^+^/) 

Qua? formula cum ad cafum primum pertineat, proveniet ifta 
aequatio inter .v & j ; 

T F d x + VF p d x + T G p d x + V G t r d x 
( I + p /> + J 1 + 2 TVf + V* p l ) 

d ' < ( i + £+t r? P + ,» 7. EftvctoF<fr+<?//* 

= F^* + = rfF, unde erit JUI±^A Y = 

V f+rr + r'/> 

^+?7+(r+-/^n 

r + rf,d+r*+o 

+ dT(V-Tp) 

+ dV(T+T>+iT* Vp + 3TV*p*+V>p<+2 Vp+Vp>) 

Qi+pp+iT+vp)*)* 12 : 

v£quatione autem ordinata, refultabit ha*c dp( 1 + T 1 + V 1 ) 
+ d T(V— Tp) + dV( Vp — 7>/>) = o, feu 

— (rj>—r)r,/r+^F) r - dy . 

= ^ , hincquc fict dx ddy = 

quae efl: arquatio diflrcrcntio- differentiaHs pro proje&ionc A Q 
linea? breviflima? in fuperficie qux/ira; idcoque indicat, eam per 
<hio quatque punfta duci poffe. j£quatio harc invcnta in varias 
formas tranfmutari poteft, qua? faepius majorc co.nmodo ufur- 
pari poterunr. Ac primo qtiidetn expediet climinari dirTcrentia- 
Jia dT 3c dV : cum enim Cit dz = Tdx + Vdy, erit ddz 
= dxdT+ dydV + Vddyi ideoque dxdT + dydV= 

S 2 dd& 
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ddz — Vddj^ quo valorc fubflituto prodibit ifta «quatio 
dxddj + T* dxddj + V x dxddj = Tdjddz—Vdxddz 

— TVdjddj + V 1 dxddj, fcu dxddj + Tdzddy = 
Tdy ddz — Vdxddz ', hincquc ddy.ddz = Tdj — Vdx: 
dx + Tdz. Multiplicctur arquatio inventa pcr dz , acin pri- 
mo termino fcribatur Tdx + Vdj loco erit Tdx x ddj 
+ VJxdjddj+Tdz x ddj = Tdjdzddz — Vdxdzddz. 
Addatur utrimque Tdj 1 ddj — Vdxdjddj, erit Tddy 
Cdx x +dj x + dz x ) = (dzddz+djddj)(Tdj — Vdxj 

f eu 'iW+ A J??\ = ztt^^t- = a T l J r, • Vel mul- 
dx x + dy x +Jz T dy Vdx dx+Tdz 

tiplicctur arquatio pcr dx> ac \ocoTdx fcribatur dz — V dj y 

obtincbitur d x x d dy+ dz l ddj — Vdj dzddj = dydzddz 

— Vdy x ddz — Vdx x ddz. Addatur utrimquc d j x d dj 

— Vdz x ddz, crit ddy(dx x + dy x + d z x ) — V d z, 
(djddj+d zdd z) = dyidj ddj + d z ddz) — 

Vddz (dx x + dj x + dz x ) , idcoquc ijg^tffi = 

"d j+yjz* * 1 UX a?a . uationcs om nes «n fcqucnti exprcflionc 

r , inl?M .,„ n , J yJJy+dzddz Tddt TdJz 

cominenrur - — -— _ Tdy __ ydx — — p-^ — 

*%+VI* ' Hic notjm<Jum cft > °i uia qu^titatum T&Vdlfi<> 
rcntialia nufquam occurrunt, pcrindc eflc, five in T& /^contincatur 
r, five minus. Quovis igitur cafu oblato , conveniet eam arqua- 
tionem alfumere, quar racillimc integrationem admirtat. Vclu- 
ti fi fuperficies propofita fit folidi rotundi converfione cujufcun- 
que figura? rirca axcm A P nati , erit j j + zz = quadrato funo 
tionis ipfius x> quar fit = X, eftque applicara illius curvae 
genitricis abfcifla? x rcfpondens. Erit itaquc zdz = XdX — 

j d y , & dz _ — _t unde fict T _ & K== 

y J z z zJx 

ZZJL, Sumatur jam , commodi ergo , aequatio in qua T non 



occur- 
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■i rr, m tr djddj + dzddz ddf + Vddz - 

V=^ 3 tranfit in hanc fflt*j* == *i*2=2*** , 

i dx +dy*-f-dz zdy ^3 * 

cujus inregralc cft /V(^'+^' +rffc , )^/J^~^i , ,lca 

zdj ~jdz = 1 J (dx* + dj* + dz. 1 ). Qyoniam nunc eft 

x == , ponatur dX = vdx } erit<& = §J*pL2* 

v^a y ) 

**4y— y d*=Z2LpJ2ffi, tk^JS+jf+j^ 

___ 4 ___._ 

Ergo X*dy* — 2X'yvJxJy + Xyv*dx* i —blX t dx* 

bby t dx* + bbX t dy t + b t X t v t dx*—-^^Xyvdxd h feudy* 

* *)X jvdxdj+Xyv *dx*—b*X *dx*+b*y *dx % —k *XWdx 
X 1 (• bb — - XX) » 

qu*. «ctraftaradice, prsbet dy =^ ± ^jj-^^B, 
Qnod (i ponatur y — Xt } ut fit </; = XJt + tvJx, fiet 

^ / bdx *' ( 1 4- v v) . . — 

VV— o ^ X. (^^A-Xj ^ in <J ua *q«",one, quia _ 
& i/ funt fundtiones ipfius x , variabilcs / & x a fe invicem /unc 
ieparatx. 

EXEMPX.DM V. 

ra. Super dxe APN cenjhuere curvdm AM ejufmeJi } «t , abf- Fig. »u 
ri^3r /><r normaUm MN ANM <&a< magnitudinis , jrnrx 
AM j& 



Quia, pro defmita arex AMN magnitudine, arcus AM 
minimus efle dcbct, ponatur arca AMN = *at, pofiroque 
x=*, quo cafu arca AMN fit =<«*, fiar arcus AM mi- 
nimus. Ponatur porro applicata orthogonalis MP = J, abfcif- 
fa A P = / , & fubnormalis PN = - * i erit dx —fyJt + 

3 11 y, & u ' clementum vero arcus AM crit = 

S 3 dj 
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djHjj±uu) t p Qrro cum Clt4dx==jJt + l (udy+ydu) 
u 

&J,=:>J2, erit audx ^=yydy + {uudy + iyudu,dc du 

— _* — VJl — _L, Jam ponatur dy=-p dx , mini- 
mum effe debebit / , atque * cit quantnas cu- 

jus valor ex hac aequatione du=dx( ^ — 22f — IL£ ) dc- 
finiri dcbct. Pertinet itaque hxc qua:ftio ad Cafum quintum ; cum 
quo fi comparatio inftituatur , fit * = n & Z = ^^+ nl > } 

undcL = ^l^i M=o a y= ■ " >x , & 

/> = v ' ( ^ +nn) . Dcinde cum fit n =fj x ( _ :_» 

— ^ ) fit [ 2] = - — ^ — ^ , & diffcrcntiando erit 

C l]L^-x ; [jn_.-g_.ai + a 

&[P]__i r ?_JL. Jamerit/[L]^=/^ 

J y n v(y+ nn ) 

unde fiet /p L = — / ' 7 — ^?{, cujus valor 

pofito * = *. fiat = fitque J—=* — nn y(H 
e f2ydy: nn , 

+jr ~ n*<{yy + n l ) J ' His ? r *?*** tis > Qrlt «quatio fitisfa- 
ciens (#+ [iv*]F)i/x=^(P+[P]F) , five fubftitutioni- 

bus fadlis , -77^5-- - — — _* — 

+ — flf), Atcft»4rfx = ,</n 

n n jr ' y 

+ 
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9*1 VJtt + Vdy 



+ + ndji undccrit , 

= jr *Qj+n a ) 9Vy nf\ 

n n y J 
yyjji 2 vjj _ 2^ ^ 



7^7 



n 



n S(yy + n l ) 



j ZJ-Z J. Jiar 

+ __ >J hIncque ^^~4 + *^-*4* 



4 



Jl d V 



Vdy 



* + n») n ' n n' 
J .7.7 =°- v «-um, cftgeneraliter^= — L^x 

— V[L]dxi undc crit </F_ , *Vydy 

n'V(yy+n n) n * 

+ ; hincquc t ■ = __? + HJj* 

V -^i quo fubftituto oritur _£_--_<>- ■ n</F 



+ 



- oi hoc cft dV iip- + VL + JL ) 

9 M 93 ^ dy ^ n ^ y J 

= V(^ + ^ + _^) =_£>_! 4. ^y, ndy^. 
K 9 n T yy J dy^ y f n + .O • 

qua: a-quatio, cum fit divifibilis pcr — + — + ,dupli- 

9 IJ yy r 

cem dat folutionem. Quarum prima erit = ~, qua? pra> 

bct V=cy. quoniam vero V evanefcere debet in cafu mi- 
nimi , codem cafu erit y = 0 ; fcilicet pofito x = a fict 
j = o. Cum nunc fit V=cy, fafta fubftitutione in a-quatione 

dV = ^l-n — + crit «_ 

= - n* * hincque vcl ;r = o , ve\dj = o, quo cafu pro- 
dit linca rc&a axi parallcla ; veln=oo, q U0 cafu prodit linca 
re&a ad axcm normaiis : vel etiam /f^-f-nnj— MN = 
Conjl. qua: arquatio dat Circulum ; atque integer femicirculus , ob 
j.=o in cafu minimi, qusefito fatisfacict. Sccunda folutio pro- 
dic cx divifore d -f + & + 0<? = Dj feu n ^n + _-_- 
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-4- ijdy =o , qua? mulriplicata per jj, n*t yyndn -f- nn^i^ 
+ 2y^dy — o, cujus intcgrale eft n*j* +^ 4 =C, hincque 

n b= ^ i quaf arquatio , quia non pendet ab pro 

quocunque valore ipflus x farisraciet. Erit autem introdu&a abf- 
chTa AP = /, ob« = n = Z^L, irta «cquatio 

)l&!izz£ l , undc <// = 7(j + J7 y +) * ex ^ ua *°i uationc intcl " 

ligitur Eiafticam re&angulam quarfiro farisfacere; ita ut pro arca 
ANM inrcr normalcs AN & MN arcus curva? AM fit brc- 
viflimus. Ha*c autem curva per data duo pun&a > iiquidcm 
axis A P fit pofitione datus , dcfcribi potcft. 

S C H 0 L l 0 H 11 

ij. Ex his Excmplis eximius ufus, qucm habet noftra Mc- 
thodus in Problematis etiam divcrfi gcncris rcfolvendis , abun- 
de patct i inprimis autem ultimum Exemplum nonnullas nota- 
tu maximc dignas fuppcditat circumftantias , cx quibus natura 
folutionis illuftrari poterit. Quoniam cnim duplcx arquatio ob 
faftorcs duosnataeft, duplcxquoquc folurio prodiit; quarumprior 
lincam fatisfacicnrcm abfolute dctcrminat , ita ut ea per data duo 
punfta duci ncqucat : dat cnim vel lincain rc&am, vcl fcmicir- 
culum. Lincarccta dtiplici modo quarftioncm folvit, dum eft vel 
normalis ad axcm A P , vcl eidcm parallcla ; & quemadmodum 
utraque fatisfaciat manifcftum cft : nam in ea , qua? cft normahs 
ad axcm , portio quae cum axc & normali datum fpatiura com« 
prchcndit pcrpctuo eft infinire parva, idcoque rcvcra minima: 
altcra rc&a axi paralJcla aliquanto latius patct , cum ca per da- 
tirtn punclum duci poflit; & quia ipfa: applicata? ad cam funt 
normaies, ac fpatium ablciflum fit ut ipia abfcilTa, cjus rcfpcc- 
tu linca illa rc&a utique erit brcvifTima. Semicirculus dcindc, 
qui cx prima folurione prodiit , ita abfolute fariifacit , ut , pro- 
polita fpatii abfcindcndi quantitatc , ipfe fcmircirculus dctcrmi- 

netur , 
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netur , cjus cnlm area efle debet =z*a. Sccunda autem folutio> 
quje curvam Elafticam re&angulam pra»buit, latius patet : nam 
pcr data duo quatcunque puntia cjufmodi curva traduci potcft, 
caquc, intcr omncs alias curvas percadem pun&a tranfeuntcs, 
hac gaudcbit pr.xrogativa , utfi.in omnibus curvis-» per norma- 
lcs , arcx a?qualcs abfcindantur , arcus Elaftica? futurus (it om- 
nium minimtis. His igitur cxpofitis pergamus ad ufum Metho- 
di traditaroftcndendum, in iis maximi minimivc invcftigationi- 
bus , in quibus maximi minimivc formula non eft talis exprei- 
fio intcgralis fimplcx fzdx^ qualem formam ha&cnus pcrpctuo 
tradavimus; verum cft compofitaex duabus pluribufvc hujufmo- 
di fornuilis quomodocunque. Ac primo quidcm , fi maxi- 
mum minimumvc eife dcbeat agqrcgatum duarum pluriumvc 
fonuularum integralium, puta fZdx -f- /T dx — fXdx , 
opcratio nulia difficultate Iaborat : quia enim formula maximi 
mlnimive cft fdx ( Z + T — X ) , hxc tanquam fimplex 
formula intcgralis tra&ari, cjufquc valor dinerentialis affignari 
poterit. Opcratio autcm co rcdibit, ut pro fingulis formulis 
fzdx, fT dx & fXdx, carum valores dinerentiales quaran- 
tur ; carumquc loco in formula fZdx + ffdx — fXdx 
fubftituantur; & quod oritur nihilo arqualc ponatur: ficque ha- 
bebitur xquatio qua?fito latisfaciens. 

PROPOSITIO II. PROBLEMA. 

14. Invenirt *quat : ontm inttr X & y , */ , poftto x = a , fjt 
tiac esprejfio iZdxx fYdx, qiu ejl produtlum tx duahus formu- 
iis imegraliLus f Z d x & fY d x , maximum vtl mimmum. 

S O L U T I O. 

Pcnamus iftam arquationem inter x & y jam efle inventam , 
forcquc cx ca, pofito x = valorcm Formula? fZdx = A, 
& fTdx =■ B : crunt ha? quantitates A & B conftantes ; at- 
quc carum productum A B maximum vcl minimum. Jam po- 
natur apud valorcm indcfinitum x variabilem y augcri particula 

Eulcri Dc Max. & Mi*. T r. r , 
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n>, cxca wraquc quantitas A & B incremcntum accipief, una- 
quarquc fcilicer augcbitur valorc diffcrcnti.il i ex pr.vccdcntibus 
dcfiniendo. Sit igitur dA valor ditVcrcntialis ip(iu»>tf, qui rcf> 
pondct formula: inregrali fZdx, po^itox limilique mo- 

do fit dB valor dirfetcntialis iplius B oriundus cx fbrmula/T& > , 
pofito .v = m. Cum crgo, ex adjecta particula n> variabili 
j t abc ;:t A in A+dA, & /> in B+dB, pruductum y/B 
tranfmut.ibitur in ytfZJ + AdB + BdA + dAdB\ quare 
eum yf/iclfe dcbeat maximum vel niinimum, oportcbit cflfe 
^fB == AB + AdB + BdA + dAdB. Ideoque o =5 
AdB+ BdA y ob cvancficntcm rcrminum dAaB prse rcli- 
qtm. Ex his itaque oritur kquens Ptoblcmatis folutio; Qjr- 
ratur fbrmuIac/*Z ^ x valor dinVentialis qui iit ^./tf, ftrquc A 
vnlor formuU-/'Z^x. qucm obtirct polito x~=a. Dcinde 
quonatur ibrmulx /Tdx valor diflcrcrt : alis, qui ft ^JS, ac B 
dcnotct valorem rormulas /Tdx, quem reeipit pofito x = 
quibus fadis halnbirur ifta arquatio o = AlB + BdA , iri 
qua rclatio iatiifaciens intcr x & j continebitur. /. 

C O R O L L. I. 

iy. Quanquam in arquarione 0^= AdB + BdA infunt 
quantitates coniiames A !k B , tamcn cx non funt arbirrariae , 
fcd utraque pcr iplam hanc jrquationcm dcfintcrur. Sulicct (i 
ex hac arquarione dicianrur valores /Zdx & (Tdx , ponatur 
oue x=*, prodire debent illa? quanritatrs A & B; unde hx 
detcrminabuntur pcr 8c pcr rcliquaa conftantcs axbitraiias 
c]ua? pcr intcgrationcm ingredienrur. 

C O R O L L. II. 

\$. Si Z cVT fucrint fiinvftioncs dctcrmlnata; quantitatura 
x, y, p , q. r, &.c. tum valores diffcrentialcs d A & non 
pcndcbunt ab ; tnterim tamen quantitas <* ingreditur inarqua- 
rioticm o =^ AdB + BdA: cx quo curva invcnta, tantum 
rro definito abfciifac x valore x quafito fatiiiacict. 
1 Co 
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C O R O L L. III. 

17. Ex a*qi;r.tione autcm o = AdB ■+• BdA particula 
n v omr.ino cg*cJictur : nam quia utcrquc valor diffcremialis 
dA&dB pcr nv multiplicatus prodiit , itcrum n„ pcr divi- 
fionem cxterminabitur: hocquc modo ajquatio intcr x & y atquc 
conftantcs nafcetur, qua Problcmari Citisfiec 

S C U 0 L l 0 X T. 

18. Ncmincm hic forma a?quationis o—=/tdB-i-BdA'm- 
vcntr oftcndat, co quod fpcciem fbrmula: differentialis defmi* 
tas prx fc icrat , ncquc hinc ctiam quifquam conc luJat a-quatio- 
nis o = AdB -f- BdA integralcm lumi pofie hanc, Cmfl. 
=AB. Jam enim fignificationes cxplicavimus^ quas tribui- 
mus cum iitteris A 8c B, tum ctiam formis dirfcrcncialibus 

& */Z?: cx quo intclligcrc licet , vulgarcm notandi modum hic 
non locum habere. Idco autcm hunc notandi modum , etli 
a confucto diifenticntcm, hic adhibere vifum eft , ur nexus arqua- 
tionis 0= Adj5 -\-BdA cum formula maximi minimivc 
/Zdx.fTdx meiius pcrfpiciatur. Cum enira maximum mi- 
nirnumvc rcfpondcrc dtbcat valori .v -~ 4 j ponamus hoc cafu 
abirc fZdx in A & fTdx in B; quo facto, maximum mini- 
mumve crit AB. Hinc autcm fpontc nafcitut stquatio inventa 
o=AdB-\-BdA, fiquidcm AB , littcris A & B tan- 
, quam variabiiibus fpcctatis, dirTcrcntictur. Qnod cum fucrk 
factum , in mcmoriam rcvocari oportct , pro dirlcrcntialibus d A 
& d B accipicndos efle valorcs dirrcrcntialcs cos, qui conve- 
niunt formuiis intcgralibus fZ dx 8cfTdx, cr. quibus ipfc 
quantttates A & B conftantes prodierc. Huncncxum idcoan- 
notaflc jiuabit, quod inrra cundcm ad qucmcunque compofi- 
tionis modum, quo formula maximi minimive cx formulis in- 
tegraHbus compofita ruerit -, arque patcrc ; fimilique modo ex ipfa 
maximi minimive cxpreiTione pcr dirTcrcntiationcm aquatior.cm 
cuaefitam obtincri oftendetmis. 

T 1 Lxtm- 
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Eximflum I. 

19. Jnvcnire *quatu>nem inter x & y, ut , poftto x = a,'jfitf 
j^* exfrcjf* fydxxfxdy mdximnm. 

Faxfjdx = yf, 8cfxdy = B, pofito x=4, & qu.r- 
rantur formularum /> 4x 8c f x dj , fcu fxpdx, valorcs dif- 
fcrcntiales : ac formubr /jrfx valor differentialis cft »r. </x. 1 , 

formuls autcm f x dy, ku f xp dx t cft 4x ( — j— d. x ) 

= — /» r. </x. Erit crgo </vtf = n r. dx, 8c d B = — nt. 
dx: unde aequatio o = AdB + BdA abibit in hanc o = 
— A. n*. dx + B. n*.dx y fcu A = B. Quxfito crgo 
omncs «quationes inter x Scj rrque (atisfaciunt , dummodo , ca- 
fux= *,faaufjdx=fxdji hoceft arca curva: = i xj. 

E X £ M V 1 U M IL, 

20. Invenire *amticntm inter x y » ■* » ftjfi %=3 >jfof «r/- 

<x/rr/<> fydxxfdxv^i-r-pp). 

Cafu x=*, fatfjdx = A, & fdxtf(i+pp) = B. 
Porro fumcndis valoribus dufcrcntialibus crit dA=»».dx. I, 

Hinc prodit fcquens a?quatio o = — A.»v.d yYT + FT) 
+ J3. * **x, feu £ </x = ""^ 11 

dat .v 4- £ = — ubi — dcnotat rationem, quam 

tenet /} dx ad yVx v 7 ( 1 +/>? ) tum cum fit x =4. Sit bre- 
vitatis gratia ~ == erit (x + J) v 7 f 1+//) = </>, & 

* — V (a-luW; = rI> Intcgrata crgo hac *qua- 

tione , 

r 
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tione , refultabit y—f+ V(*c — (*+*/)> ira ut fit 
(jr — fy + (x + ty = c* , unde patet curvam fatisfaden- 
tcm efle Circulum , radio c dcfcriptum , axe ubicunque accep 
to. Hujufmodi vero Circuli non quivis arcus fatisfaciet, ve 
rum is tantum qui pcr c radium Circuli multiplicatus produc 
aream i eft enim A==Bc. Ergo vcl radius Circulir pro lubi 
tu accipi poteft , ex eoque definietur illa abfciiTa» x imgnitudo 
determinata * > vel fi * detur, ut ponimus, inde viciifim radius 
c dctcrminabitur. Perfpicuum autcm eft arcum Circuli , qui fa- 
tisfacit , convexitatc fua axcm refpiccrc debcrc ; hoc enim ca- 
fu area fit minor , ideoquc produ&um ex area in arcum mini- 
mum. 



2 T. Jnvcnire curvdm . in fud y fro data dbftiff* x = a, mtmmum 
fdt bxccxprctfio fyxdxxfxdx V( 1 + pp)« 



ExEMPLUM III. 





AeL ^TFry qu * intcgrata *«**±"= Bvwra = 

- u 11«. • 



cujus radius fit 1 c. 



T 3 
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S C H 0 L I 0 X II. 

12. EaJem hxc Exempla omnia quoque refblvi polTunt pcr 
Mcthodum fupra jam traditam; quare cum utraquc via eadcm 
folutio obtineatur, juvabit folutioncm per alteram viam ur.o 
Exemplo exhibcri, Sumamusigitur rcrtium Excmplum, in quo 
raaximi minimivc formula/) xdx xfx d x \' ( i -k-pp), diffe- 
renttando iterumquc intcgrando pcr partcs , rcducitur ad hanc 
fbrmam fjx dx fxdx v ( i ) -r fxdx v/ ( i •+-/>/>) fixdx; 
ctijus utrumquc mcmbrum in Cafu fecundo fupra §• 7. expofito 
continetur. Qiiarratur itaquc utriufque valor ojrTerentialis, co- 
rum cnim fumma, pofita =0, dabit scquationcm pro curva 
quxfita. Formula autem fyxdx fxdx\ ,•'( 1 4-/7») cum Cafu 
lccundo collata , dabit n =fx dx v' ( 1 -f w ) & Z—-yxn ; 
unde fitl,— yx\ M—jn, 2v*=xn, P—o> &c. Dc- 
indc crit [z]^=A- v / (i-+-/>/)i indequc [ M] = v/ ( 1 +//)j 

[A r ] = o, &[P]= ^i^— , Porrocft/Z <**=/>**:, 

cujus valor , pofito .v — qucm generalitcr pofuimus //, 
hic in folutione Excmpli cft A\ ita ut fit P"= A — fyxdx. 
Qiiarc hujus formula? valor diftcrcntialis crlt = dx (a n 

- tJ- ,£ ^&^=«»'*(*A'^('+/iO 

— -r d. — r + «• -^- — t ). Ahcra formu- 

la fx d x y/ ( 1 -f /»/ ) fy x dx 3 cum Caiu fc.undo §. 7. colla- 
ta , dat n = /)v dx & 2 ==x n v/ ( 1 -+-/>/>) , undc c:it L 
= * )/(t+fp), i»/=il ^=0, & P = 

v t - * 4 -77) ' bincquc/X*/* =fxdx\'( 1 +/!>)'• quarc cum 
// i:t \alor ipllus/L^.v, pofao x~ crit H = B, &• F 
=J3 — /".v a- v'( 1 4- //* )• Porro c(\[Z)—yx hincquc [ A/j 
=jr , [^ =*, & C?]=o. Ex his prodit vaior dirle- 

rentialis = «i. <^.v (2?.v — xfxdxy/ (1 4- />/>) — t^-x 

d. 
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* d ' j / ffijh^ 1 H!s 'S' wr va,ori l>us dirTercntialibus ambobus 
additis, emcrget hujus cxpreflionis rompofirje fjxdx fx dx 
VC* +PP)-\-fxdx v "( i +pp) fjxix» fcu hti)us/).v dx\e 
fxdx v' ( i -+pp ), qua: in Exemplo crat propolita , valor dit- 

fercntialis — »r. dx (Bx — £ </. ^j^— } ), ex qur> 

pro curva a-rumio crit hxc Bxdx = Ad. ,- - f au am 

v ' I ) ' ' 

eandcm in folutione Exempli invcnimus. Simllis autem con. 
fcnfus ingenerc dc] rehcndctur , fi quis exprdfioncm/Z</xx 
fXdx coJcm modo tractae voluerit. 

Propositio III. Problema. 

23. T»venirea<jvatio»em intcr x & y <•;>// conditionis, ut, poftt» 

X = a , ij?af™8hj~l rbtineat maximum minimumvc va/erem : 

exijfcnttbus Z cr Y funcTtonibtu qnibuCciinque ipfarum x , y , p , 
q> r> <fr. /«* dcicrminatis, five indetcrminatts. 

S O L U T I o. 

Cafu quo fit x=a, CnfZdx = A, atque fTdx = B : 
eritque - maximum vel minimum , fiquidem rclatio inter 
x & jr rcftc fuerit aflignara. Erit igitur fratfio ~ xqualis ei- 

dem huic fn&ioni cafu quo x = a, fi alicubi una ap- 

plicata j augeatur particula n >. Tum vero ficr fzdx squalis 
ipti A, una cum valorc dirfercntiali formular fZdx, qui fit 
= dA; (imiliquc modo/ Tdx abibit in B auftum valorc difc 
fbentiaii formula- /T qui C\t = dBi ficque ex adjc&a 
particula n* ad applicntam cafu quo x=a, traniibit frac- 

do /r7* " hanc ' ^ 11 * 1 * 5 clIe debcc fraaioni 
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-r j unde nafcitur ifta xquatio BdA— AdB; qua? prarbcbit 
.xquationcm intcr v Sc j quxfitam. E. I. 

C O R O L L. I. 

24. Ad hanc igitur arquationcm intcr x & j invenicndam , 
cffici dcbet ut valorcs difTcrentiales ipfarum f Zdx & /T dx 
proportionales fiant ipfis harum tbrmularum valoribus, quosobti- 
ncnt poiito x=d. 

C O R. O L L. II. 

15. Quanquam, in hac .xquationc inventa Z?</y4 = AdB y 
duac incfle vidcantur conftantes incognitar A & 5, tamen am- 

bas in unam compingere licet. Pofito cnim = C, erit 

dA~ CdBi inventaque a-quationc, cx valore d loco x fubk 
tituto dctcrminabitur valor ipfius C. 

SCHOLION. 

16. Sl hujus & prarcedentis Problematis folutioncs inter fe 
conferantur, ingens in iis dcprehendetur confenfus. Nam fi 
maximum minimumve efle dcbcat factum /Zdxx/T dx , orta 

fZdx 

eft ifta arquatio o = Ad B -f- BdA > fin autem quotus j^-j^ 

dcbeat efle vel maximus vel minimus , inventa eft ifta aequatio 
o=AdB — BdA; utroque autcm cafu littcnr A, B & 
dA, dB cofdcm rctinent valores. Qtiarc cum A & B fint 
quantitatcs conftantes, ambac a?quationes tantura ratione figni 

conftantis diffcrunt ; pofito cnim -^- = C, priore cafu habe- 

tur 4A= — CdB y pofteriorc vero dA = 4- CdB. Ex 
quo pro utroque cafu etiam eadcm fcre prodibit folurio j quia 
totum difcrimen tantum in figno quantitatis conftantis C fitum 
crit. Quod fi ergo arquatio inter x & y fuerit invcnta , qux 

conti- 
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contineat, pro x = a y fa&umf zdxxfTdx maximum vcl mi- 
nimum ; eadcm a-quatio, levi adhibira mutationc , fimul conti- 

nebic quotum j-^j* maximum vei minimum. Pcrfpicuum 

f 7 d 

autem eft, fivc J r ' * dcbeat cfTc maxiraum vel minimum , 
fi d x 

fivc * j x , utroque cafu eandcm plane eflc prodituTam a?qua- 

tioncm. Hanc vero convcnicntiam ipfa rci natura poftulac : 

nam fi ^t—.— cft maximum , tum co ipfo erit Qttt- mi™- 
fi d x 1 J Zdx 

rnum & viciflim ; unde utrique quxftioni eandcm folutioncm 

fatisfacere neceffc eft. Crterum hunc quoque nexum obfervaf- 

rz d x 

fe juvabit intcr maximi minimive formulam y-^Ti , qu* > po- 

fito x—j, abit in -~ , & inter sequationem invcntam BdA 

— .7 •• 5 = o: harc enim a?quatio oritur ex differentlationc 

formulx — , poncndo cjus dirfercntialc = o ; iftiufmodi au- 

tcm nexum perpctuo locum habcre in fcquente Propofitione dc- 
monftrabimus, 

EXEMPIUM L 

27. Invenire curvam , cujus area coordinatis orthegonalibus abf- 
cijfa ad arcum curva maximam tcneat rationem , ft abjcilfa datus 
valor a tribuatur, 

Pofita curva? quaefita? abfcifla = x, applicata = y ; crit area- 
= fjdx, & arcus =/V*V(i-t-//)i pofito dy =pdx : 

maximum ergo cffe dcbct — ty/*. 1 , cafu quo ronitur 

x = a. Sit igitur , cafu x =a> valor tormular f j dx> fcu area 
= A , & fdx>J( i+pp) fcu arcus abfcifla? a rcfpondens = B. 
Dcmde formula' fjdx valor diffcrentialis dA crit = n». dx. 
Euleri de Max. & Mm, V 1 , 



XJ4 DEVSVMF. TftODl 

i , & formular fdxsf ( i +pp ) fcu dB = ttv. dx ( — ~ 

* ;/ f j_ 0 = — »v.d. -rr-*r ■ Qi"bu$ vilori- 

bus '«i xquatione BdA—AdB fubftitutis, prodibit pro cur- 
va quafita fcqucns xquatio : Bdx = — ^r^-p ^. y 

Ponatur — = c t ita ut , pro abfcuTa x = <r, arca curvx fiat 
sequalis produclo cx arcu in hanc conftanrem c. Erit ergo 
dx = — <• d. , & intcg^ando x = b — 

vTi+77) ' fcu ef c *~ x) +//) * hincque 
/ = <tc*l7>—x?) =T» Erit cr S° > = •••• 

'( y — fy -+- (^ — x )* = cc\ undc conftat curvam quxfi» 
tam effe Circulum radio c defcriptum , ad rcctam quamcun- 
quc tanqnam axem rclatum. Hujus autem Circuli ea tantum 
portio quxfito fatisfacit, qux rcfpondct abfciflx = *, a quo 
valore pendct c , ita ut fumpta abfcifla = * , arca xqualis fiat 
produdto ex arcu in radium Circuli multiplicato. Quod fi ergo 
vicifiim radius c dctur , tanta in axe abfcifla abfcindi debet, ut 
arcus pcr radium multiplicatus prabcat aream. Infinitis igitur 
modis quxfito fatisfieri poteft ; quxftio autem erit dcterminata, 
fi duo prarfcribantur puntfa , pcr qux cana quxlira fit tran- 
feunda. Sumamus igitur radium c tanquam cognitum , eo- 
Fig.it. quc defcribamus Circulum BMD ccntro C. Porro (umatur 
linca quxcunque A P D pro axc , in caquc A pro origine abf. 
ciflarum. Hoc jam fa&o , quarftioni fatisfiet fi applicata P M 
tantum fpatium ABMP abfcindarur, ut id fit arqualc produc- 
to cx arcu B M in radium Circuli B C. Quia autcm fe&or 
BCMeft = lBM. BC, oportct arcamABMP cfle du- 
plo majorem ic&ore BCM. Apparet auteoi, fuauo pro lu- 

bitu, 



1N RFSOLVF.ND 1S £V JESTIO NIBVS. 157 

bitu , cum axc , tum cjus initio , fivpe - numcro cor.dirioncm 
pr.Tfi-iipnm ncquidcm implcri polfe. Nam fi axis AD pcr 
cenmtm tranfcat , tum arca A B M P pcrpcruo minor crit quam 
duplum fc>ftoris BCM; nili , arcuBM inrinitc parvo, pri- 
ma applicata B A fimul pcr ccntrum tranfcat : fin autem axis 
AD fupra ccntrum tranlirct, tum nullo modo condirioni in- 
vcntar fatisficri potcft. Qttarc ncccflc eft, ut axis AD infra 
ccutrum C ducattir, qua dc rc multa? egrcgLr obfcrvaiiones 
gcomctrica' ficri poflenr , fi ratio inftituti id pcrmitterct. Ca?- 
rcrum fi hxc Solutio cum Exemplo fccundo pnvccd. Prop. §. 
10 comparetur ; apparcbit eandem prorfus aquationem eifc 
inventam , five fy dx x f d x \J \i-\-p p) dcbcat cfle minimum , 

five -r. — t^t: — ; maximum. Difcrimcn tamcn in hoc con- 

fiftit j quod radius Circuli c = ~ attcro cafu afHrmative, altc- 

ro ncgativc dcbeat accipi. Scilicct fifydx -xfdx \J{ 1 +pp) 
debcar eflc minimum , arcus B M convcxitatc* fua fpatium 
ABMPi altero autcm cafu , concavitate claudcre dcbct. 

ExEMPLUM II. 

l8. Intra datum angulum ACM , curvam A M conflrucrc Fig.f. 
ila comparatam , ut arca A C M pcr arcum A M divifa pt $m- 
nium maxima. 

Ponatur angulus A C M , fcu arcus circuli B S radio C B 
= 1 dcfcriptus = x , qui in cafu propofito fiat = a , quo 

A A C ,, M ficri dcbct maximum. Ponatur porro CM=jr, fit- 
A M 

que dy — pdxy crit Mn = ydx , & area ACM = 
tfyydx: arcus autcm AM rcpcritur =fdx y 7 (yy -hpp): 

unde hscfraftio -j-, — i* /'**. rrs > ejus duplum 

— — N dcbcbit cflc maximum. Sit, cafu quo*=* 

v > cft. 
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cft, fyydx~A, &fdxJ(yy+pp) = Bi erit,fix=^_ 

arca ACM = i-^, & arcus AM=B. Jam fbrmular 
fyydx = _/_f va!or diiicrcntialis ^yf cft = »». 2 v, & 
formulaj fdx^ (yy+f>f>) ^ 2 ' l ° r difTcrcntialis ^fi eft = 

\'(iy+pp) dx v.;;+//J ' 
gcnetaliter invcncrimus pro curva hanc arquationcm BdA = 

AdB, crit divifione pcr n, Mituta, iBydx = -APJl-- 

1 y \f(yy + tt) 

— Adm \<(yy+tpy Malri r liccturca r cr /> ob pdx=dy: 
^ >*> d > = A < T^fa ~>' 7c^>" At 
eft ^o^/i - ^F777 + T^T+W) & 

TTyjr-FFF) = d ' -VC77T77)- im - 

d c fic t 2 = A ( d. V (yy + / / ) — d. > pf) ), 

ohpd >/vy+PP) + dp Tlf+pp) =d f ' V(yj+tP) 
= d. y/jjy+-pjy Q ,arc intcgtando habcbitur, fi -j- =c 

ponatur , ifta a-quatio yy ± h b = c V (yy+?f) — jffig) 

- \/(yy+tt) icap - iiU »±» 
hincquc </* = ^ v;t ,7 l 0 ,JU/ } : « V* 

ne facilc deduci potcft, fi fit quantitas pofitiva, 

cor.ftru&ionem pcr quadraturam Circuli abfolvi pofle. At idem 
facilius patebit. fi loco dx , vel p , introducamus perpendicu- 
jum C P , ex C in tangcntcm M P deitmTum. Quod fi au- 
t cm hoc pcrpcndiculum CP ponatur = u, erit y: n = 

dx\'(yy+pp):ydx y hincquc ^ ( // +fi>) «F"" 0 ' ' 

brera 
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brcm cum efTct yy + bb — ey ?_ ^ crltyy + quam 

conftat eflfe aquationcm ad ipfum Circulum. Hoc ut oflcnda- Fi- ij. 

mus, fumaturCirculus quicunque , ccntro O, radio OM 

dcfcriptus , puntftumque C lumtum (Ir in C, ita ut fit OC~~h. 

Jam ducla recTa CAl ~~y , & CP pcrpcndiculari in tan- 

genrcm MP, cril CP pavallcla radio OM. Ex M ducauir 

diametro E F parallcla M R , crit MR = CO=ij C R = 

O M =g , & P R = * — : quia igitur eft M R* ~MP S + 

PR^CM 1 — CP l -f- PR 1 , crit h x = /—*'+(>— ^J 1 

=7* — 2^ +gg: hincquc yy +gg — hh=~= zgu ; qua? com- 

parara cum invenra yy-j-bb = cu t Bct g = [ c , & + bb = 

Lgc — hh , (cu hh -- ±ce+bb. Erit itaquc curva qua?fita* 

Circulus, radio = ± c dcfcriptus , punfto C ubi libucrit ac- 

cepto. In tali Circulo qua-flto fatisfaciet arcus A M . fi ruerit 

ACM^^f ^ ndiQ OM . hoccft n fucric area ACM 
A M 2 * * 

— arc. AM. AO = duplici fe&ort AOM. Hoc autem 
fieri ncquit , nifi pundtum Cextra Circulum accipiatur > quo cafu . 
harc conditio infinitis modis adimpleri porcfl ; arquc adco cffi- 
ci ut curva iatisfaciens per data duo puncla tranfeat. 

ExEMFLUM 111. 

29. Invenbre cttrvdtn DAD -wf axem AC ttUtctm^ in qu* Tig 14. 
fr* dsu <bfcifu A C == a , // -j ,^1±^ minimum. 

Si ponatur abfcifla indcfinita A P = x , applicata P M 

& dy=pdx\ exprimit^* ^j diftantiam centri gravita- 

tis curva? M A M , tanquam uniformiter graWs fpcdatac a punc- 
to infimo A } quar ergo diftantia , tranflato P in C , debet effc 
minima. Ad hoc invcniendum , pofirox=*, C\t frdxy/d+pp) 
~=-J,6c fdxy/^i 4-//) = B : iormulae autern fxdxyj{ 1 -h^) 

V 3 rcperi- 
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rcpcritur valor ditfcrentialis dA =s — n t . d. ^y+JJ) » & ^ or " 

mulac fdx\X\+pf) valor di&crentialis <£3 = — n v . d. ^ 7~p~) » 
quibus in sequattone BdA = AdB fubftkutis, prodibit 

£</ — ~ 7 — : — Ad. — — f— ^ , & po Ito 4r = f > crit r~r s 
vXi+r?) vO+/V>) 1 * V (<+/?) 

~ cd. —r—r — Li undc intcgrando oritur xf . ~ s = 

VO +iP) ~ £ '' !+//)«(* — *)/i hincqueeli- 

citur /> =s -777 ^t» rr, = ^ • Erit crgo j = 

f -jjTt \y p J> qux xquatio indicat curvam quxfitam efle 

Catcnariam , inirio abfclflarum pro x in loco axis A C quocun- 
quc acccpto : quin ctiam pro axe lumi poteft rc&a quxcunquc dia- 
mctro Catcnaria? A C parallcla , in caquc punctum quodcunque 
pro axis initio. Quomodocunquc autcm axis , cjufque initium 
conftituatur, quxltioni fatisfiet eatantum curvac portio, ubi fit 
fxdx \/( 1 +//) = cfdx t +//). Ponamus proaxeip- 
fam diametrum A C , & vcrticcm A pro initio abfciflarum acci- 

pi. Qitia in A , ubi cft x = o , fit^ ■ =/ — «>, necefle eft 

ut fit c c — bb = o, ideoquc b=c. Verurri hoc cafu fit 

j =/ v ^ a ^1L 2 jc ) ' W x curva • furM * m dirccia fit imaginaria , 
doncc fiat x > ic. Sit crgo x = ic -f ' , crit / = abfciffe AP, 
& y = P M =/ ■■ , 2 'f^_ n j curvaqut DAD crit catcnaria or- 
dinaria. Quo autem appa-car quanta cjus portio quarftioni fa- 

tisfaciat, notandumcft, ob dx = dt , cfle p = -r. — C —r — > , 

« U t + tt ) ' 

+//)== yjctiu) ! hinccn,c /** V ( 1 +// ) = 
f li+ t \*\ *=lf{M+*V At ipfa cxprefno^ x ^i>^-> 

fit 
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fft = %c + j^lt^ff) » qu* ipfi <■ zqunlis ficri nullo mo- 

do poteft. Ex quo concludirur nullam curvx hujus portioncm 
qu*fito prae reliquis magis fatisfaccrc. Qjamobrcm initium abf- 
citlarum non fumi potcft in vertice A. Sumatur ergo in alio 
quocunque punao, pofitaque A P = f, ficri dcbct ih + tt 
— {c—xy—bl, ; undefit, \c\t>4-t = x — c , vcU + 
*— t — X Prior *quatio x=b + t + t locum habere ne- 
quin quia, ob Jx=Jt, fieri non poteft f xd 'f'+»\ f eu 

( ' + ' 77(7+77) )==r ' Ergofiat*^=, — * — ,,quo 
cafu abfcifla? ab aliquo punfto axis A C fuperiori deorfum def- 
ccndcnt: ficrique dcbcret ^ll^L+^ feu ,_ j _ Mj&±wO 

= f , quod pantcr fieri ncquit ; cx quo concludcndum cft , 
nullam portloncm magis quam aliam quamvis fatisfacere. Hoc 
aurem indc venirc videtur , quod Catenaria duas habet partes 
conjugatas vcluti Hypcrbola conica, hincquc fcmpcr fieri po- 

v(i + pjy == ° » 9 Ui cft valor mimmus.. Hocclanus 

confirmari poteft cx valore invento / = * p» ,-. 

unde fitv / (i+//)= v(( ^*__^ ) = ( f — x)r > po- 

fito brevitatis gratia r = ^ g Oportcret crgo 

«n cafu quxfito c ff c ^=^10f _ , fcu w * )V <rV 
= o , quod cum cafii x = o evanefcere debcat , alio infuper ca»* 
fa evanefccrc debcret. Atcft f{t — x) *rJx =/ - ^ *j * - * 

•I- i *V(f i — °, u * expreflio, cum femel firit = o i poft , . 
©b(* — *)* pcrpctuo ailirmativuin >* cominuo crcfcet ncquc dc- 
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nuo ficri poteft = o. Qnamobrem ambos termlnos Integfa- 

tionis htmvixf intcr fe congrucre oportct ; 

quod cvcnit (i fuerit x = c : quo cafn curva faris&ciens abit in 
linc-am rc&am axi normalem, qux utiquc centrum fuum gravi- 
taris a fc minime habct rcmotum. 



ExEMPLUM IV. 

30. Invenire ciirvdm , in qua , pro daia af>fija x ~ a > r* n4S 

f V X i\ x 

fdxV<i+pp) 



Pofiro * = fict fyxdx~A, &fdx s f (\+f>p) = B. 
Jam formuir fyxdx valor diftercntialis cft^/x' — *v.dx.x-= 
nv.xdx, & formula?/Vx /( 1+//) va'or dirTcrcntialis cft 

</B = — n k d. i77T ^ -. Quare cum fit BdA = AdB, 

habebitur ifta acquatio Bxdx = — d. ■ , feux<& =a 

— ccd. -^ P _£jjy pofco A=B c*. Unde intcgrando obtine* 
btar~= C- ^fiLj, hinc q „e,= ^^fe^ 

- ** i^^/ ^^ry'^;.^ . <*» * 

xquatio gencralis pro curva Elaftica: cujus hxc proprictas , 
quod radius ofculi ubiquc abfciftx x fit rcciproce proportiona* 

lis: idquodpatct ex arquatione xdx = — tcd. /( t pf ) * 
quat abit in = ~ , cftquc ■ = — 

* JTyFpT) 4 ' 777+77) 

^*( t + f f ) — ra( ii us of^uij j n Curva . Hujus autem curv* 

df 

tanta portio ab initio computando latisfack, in qua crit fjxdx 
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= ccfdx i — ^*/ V(4C 4— ' q u * dc " 

tcrmlnatiocorcvocatur, ut emci dcbcat 74x^(4'* — (•* — xx/) 

utramquc ponatur x = <*. Hoc itaque modo conftans illa c 
pcr 4 determinabitur. 

Propositio IV. Problema. 

3 1 . lnvenire aqudtionem inter binas variabiles Tt & y itd. com- 
fdratam , ut , pofitd vdridbtlt x = a , maximum minimnmve fiat 
ixpreffio , qua fit funclto quacunque fermularum mtegralium , 
fZdx, fYdx, fXdx, &c. in quibus dtnotent Z, Y, X &c. 
funcliones quafcunquc ipfiarum x , y , p , q , &c . five } dctcrmindtds , 
fivc indctermindtds. 

S 0 L U T 1 0. 

"Ponamus idoncam a»quationcm inter x & j jam clTe inven- 
tam, pofitoquex = 4, ficri fi'Zdx = A\ fTdx = Bi fXdx 
= C&c. hisque valoribusin exprcflione W fubftitutis , habc- 
bitur revera maximum vcl minimum. Quod fi igitur altera va- 
riabilis y in uno loco parftcula n » augcri ponatur , atque nafccn- 
tes hinc mutationes in fingulis formulis fiZdx , fT dx , fiXdx 
&c. introducantur , idcm pro W valor prodirc debet. At ab 
illa particula n» formulx/Z</x , fifdx, & fXdx &c. qusquc 
fuis valoribus differcntialibus augcbuntur. Si ergo ponatur for- 
mulsc fizdx valor dirtcrentialis = dA> fotmulr fifdx = dB } 
forimilx fiXdx = dC , &c. loco quantitatum A, B, C, &c 
orientur a partiaila n* ifta; auctae A+dA. B-\-dB, C+dC 
&c. quae in W fubftitutx cundcm valorem producere dcbcnt , 
qucm ipfac A, B, C, &c. Ponamus, A + dA, B+dB, C-f- 
dC &c. loco fiZdx,fiTdx,fiXdx &c. fubftitutis, prodirc W 
+ dW; critque W+dW~W, ideoque dW = o. Hic 
autcm valor dW> ut ex diftercntiationis natura liquct , inveni- 
Fuieri Dc Max. & Mm. X tur , 



16% DX VSUMETffODT 

rtir, fiquantltas W y poftquam in illa, loco formularum integra- 
lium, littcra?^, B,C&c. funt fubftituta? , diffcrentietur, his ipfis 
littcris A , B , C, &c. tanqUam variabilibus rra&atis ; in hoc- 
quc difTerentiaii,^4, dB, dC &c. valores differentiales formu- 
larum rcfpondcntium fzdx , fTdx ,/Xdx &c. dcfignent. Hac 
jgitur fignificatione fumptum differcntialc quantitatis propofira» 
W, fi id nihilo arquale ponatur , dabit sequarionem intcr x &> 
y quaefitam. E- I. 

C O R O L L. I. 

35. Si ergo propofita fuerit ejufmodi exprcffio W functio fbr- 
mularum integralium fzdx, fX dx, fXdx &c. quar , pro de- 
terminato ipfius x valore = debeat effe maximum vel mi- 
nimum : tum loco formularum fZdx , fTdx , /Xdx &c. fcri- 
bantur litterar A, B, C, &c. quo faclo , expreffio W diffe- 
rentictur his littcris A, B, C, &c. folis tanquam variabilibus trac- 
tatis , atquc differcntialc ponatur =0. 

C O R O L L. ZL 

33. In hoc diffcrentiali , in quo inerunt Iittcra? A, B, C i 
&c. cum fuis differentialibus dA, dB, dC &c. litteras A,B,C 
&c. dcnotabunt rcfpcftive valorcs formularum fzdx, fT dx , 
fXdx &c. quos induunt pofiro at diffcrentialia dA , 
dB, dC, &c. cxprimunt valores differentiales earundcm for- 
mularum intcgralium abfciflae x=* refpondentcs. 

C O R O L L. III. 

34. Ex prarccdentibus autem apparct, fi 2, T, X Scc. fuerinr 
funtiiones determinatar quantitatum x, y, /, 7, &c. tum va- 
lores diffcrentialcs dA ,dB, dC, &c. non a valore d pendere : 
conrra vero fi Z, T , X &c. "fuerint funfUones indefinirae, tum 
valorcs diffcrcntiales dA, dB, dC &c. fimul a valore 4 pcnde- 
re deberc. 

C o- 
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C O R O L L. IV. 

jj. Cum igitur hoc modo W fiat fun&io litterarum A, 2?, C, 
&c. ejus diflferentiale hujufmodi habebit formam FdA-\-GdB 
+ HdC+ &c. hincque aequatio quacfita erit o = FdA + GdB 
-f HdC+ &c. ubi F, G, H &c. crimt quantitates conftan- 
tes , pcr A> B, C &c. determinata?. 

C O R O L L. V. 

%6. ./Equatio crgo Problemati fatisfociens , conftabitex valo- 
tlbus diffcrcntialibus fingularum rbrmularum integralium in ma- 
ximi minimive expreffionc W contcntarum, fingulis per conf- 
tantes quantitates detcrminatas multiplicatis : horum fcilicet pro- 
duaorum aggregatum nihilo aequalc pofitum dabit aequationem 
dcfidcratam. 

ZCHOLIOK i. 

37. Potuiuemus hanc Problcma propofitum refolvendi me- 
thodum , ex folutionibus binorum Problematum praecedentium, 
per indu&ionem , jam concludcrc : quippe ex <quibus jam pate- 
bat, fi fuerit maximi minimive formuia W \ vel productum cx dua- 
busformulis integralibus , velquotus ex divifione unius per alte- 
tam ortus, tum differentialc expreffionis W modo expofito 
fumtum pracbcre aequationem Problemati convenientem. Pracf- 
titit autem hoc Problcma, ob fummam cjus cxtenfionem, fin- 
gulari folutionc munirc. In hoc enim Problemate continentur 
omnes omnino Quaeftiones , quae inhoc genere , quo cxprcffio 
quaepiam maxima minimave defidcratur , unquam proponi atque 
excogitari poflunt : ideoque pcr iftam Propofitionem penitus 
cxhaufta eft methodus maximorum ac minimorum abloluta , 
quam primo pcrtra&andam fufcepimus. Prattcrca hk notandum, 
cft , fi exprc/fio W non tantum formulas integrales , uti pofui- 

X z mus, 
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mus , comple&atur j verum ctiam fiin&iones dctcrminatas ipfa- 
rum f , &c. tum folutioncm nihilb difficiliorem reddi. 

Nam pari modo, loco harum fun^tionum determinatarum, quarui- 
tates confhntes poni dcbent , in quas fcilicct aheunt poiito 
x = d ; at poftmodum, in differentiationc ipfius has quan- 
titates ctiam tanquam conftantes tradtari oportct; co quodlunc- 
tionCs dcterminara? nullos valores difTercnriales rccipiunt. Quo 
autcm clarius apparcat , quomodo iftiufmodi cxprdfioncs rrac- 
tari convcniat ; in fequcntibus Exemplis nonnulla occurrcnt , 
qua; hoc argumcntum penitus ilTuftrabunt. 

ExEMPLUM I. 

38. Invtnrre curvam coordindtis orthogonaUbns ctntentdm , in 

p$d fit mtximum vel minimnm ijfa exprejfio (1 4- pp) ' fydx 
-H y fdx 1+ PP) » fi pondtur dbfcifd x=a. 

Ponamus aequarionem inter x & y quarfito fatisracientem jaro 
ciTe invcntam , atque pofito x = d fieri y =/ & y/ ( 1 ) 
z=g: itemquey>^Af=^, &fdx v 7 fx +/>/) = BiQrltdA~ 

m.dx&dB — — ■ m -* ij( l + pp y E X P TQ & 0 *gitur> quar ma- 

xima crir vel minima, hoc cafu cft g A-\-fB , cujus differentiale 
eft gdA-+- fdBi quodpofitum = o, dabit a?quationem de- 
fideratam pro curva. Hic fcilicet intelligitur littcras y cV/, quac 
cx fun&ionibus dctcrminatis funt orrae , in dirTcrentiatione tan* 
quam quantitates conftanres cffe traclatas. Subftitutis jampro 
dA & dB valoribus debitis, divifioncque per nv fadta, orie- 

tur ifta arquatio pro curva quacfita gdx =fd. ^ ^ HhTTl 
Ponatur •£ = c, itaut fit ^ ^ g 7 +pj> ) = *> cafu quo cft 
^= 4 j crit integrando x + b = y (i+,pp) ' at 9 ue ^ ^ 
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77 '+* . cx qua fit jr = £ 4- y/ (c l — 

(x+i)'). Curvaigitur fatisfacicns eft Circulu», radio c def- 
criptus, abfciffis fupcr re<5ta quacunque affumptrs , paritetque 
abfciflarum initio ubicumque ftaturo. Quantitas autem c , qua? 
radium Circuli confthuk , ex definita abfciffa x = m detcrmina- 

tur; quia cffe dcbet jj-^^jjj = c > cafu quo x = Fit 

autcm hoc cafu j— h ± y/ (e* — (*+*)' )> &V 7 0+//) 

= jr^zrfc+JTV undeoritur " — *VC*— <*+*)T 

+ f ff — f perquam, vel * per vel viciffim* 
4 pcr <• detcrminari poreft. Ponamus cffe h = o , b = — <■ , 
ita ut axis fit Circuli diameter, initiumque abfciiTarum in vcrti- 
ce conftituatur ; crit j = y/ ( a cx — xxj, atqne fiet (a — c)* 
= o,feu* =4. Ex quo intelligitur, hoc cafu quadrantem' 
Circuli quacfito fatisfkcne. Sin autem mitiumabfciffarum in lo- 
co diametri quocunquc capiatur, fiet tantum h = o t &fiap-- 
plicata? pofitivatfumantur fiet (* + £)* = o,feu, b = — a. 
Diameter Circuli ergo manet indeterminatus : portioque Cir- 
culi hoc modo fumti quarftioni fatisfaciet , quae abfcifla? a fua \ 
originc ad ccntrum Circuli ufque produfta» refponda. 

E" X' £ M B L U M W- 

3p. Jnventre tqtittioncm inttt x & y , ut pro valore dejtnito x * 
= a, t4texprefoy Ux ^ l+? * ) fydx fat maximum vel mini- 

Pofito x = 4 , fiat ; =f,fdx V ( 1 4-^/ ) = A, Scfy dx ■■ 

= J3, erit dA = — d. , \ & dB = n ^.v. • 

^(i+^) 

Maximum ergo minimumve effe oportet hanc quantitatem /r £ , , 

cujusdifferentiale &f A BdA/f+ f A ^B,quodpofitum =o > 
dlbit BdJJf = — ^if. Pio arquatlonc qu-efita igitur ha- - 

X $ betur» 
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bamW fjltfji)- "> * intcgrandox+i^^ 
— nl+pp) i P° fit0 B 1 f — c ' Habctur crgo / = 
__1±£__ &,_,»+, (,._(*+.).,. Erit 

igitur/= b + V ( <■ 1 — (* + <0*), pofito * = *, atquc 
B=fy dx= bd±fdx (e x — (*4-x)*), pofitopoft 
integrationcm x=d. Fadto igitur _// = <■, innotcfcet va» 
lor 4, cui fi * arqualis capiatur in Circuio radii r , portio a b fi :i n- 
detur Problcmati fatisfaciens. Carterum ex his & Coroll. c 
«olligerc licet , quoties fbrmula maximi minimive fucrit funclio 
qua?cunque binarum harum fbrmularum fjdx & fdx^i +//), 
curvam fatisfacientem perpetuo effe Circulum : tantum ex folu- 
tionc quantitas portionis iatisfacientis dcbct diligcntcr invefti- 
gari ac determinari. 

EXEMPLUM III. 

40 . hrvenire tqtuttionem inter x&y>*t y fofto x = a, maximum 
tjte ijfa ex/reffi.c—"®** 1 + pp > fe"^ 1 + pp) d x. 



Ponamus, cafu propofiro quo x =a, ficri nfdx s/ ( 1 4- 

= „, atque/r w/J * v ' (,+ ^ ) dx = B, ita ut maximummi. 

nimumve fit harc quantiras e A B , cujus difTcrcntialc eft 

e A dB — * A BdA\ quod pofitum =0 dabit arqua- 
tionem hanc dB = BdA. At cft <rf ^ valor difTercntialis for- 

mula? nfdxy/C 1 +//), unde crit dA= — n r. d. ffiVgj : 

atquc ^Beft valor differcntialis formular/*"^*^ 1 + ^^jr, 
qux continctur in Cafu fecundo $. 7, ubi eftz= -^^^O+ZV) 
& n =/^x /(1 + //), «a ut fit _ =<* n , & </Z 
= <" n *-n, unde erit L = <* n *, & reliquat Uttera M, N y 
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P, &c. fient = o. Porro, ob n= fdxy/ ( i +pp) , crlt [z\ 

= 0j [y]==o, Jamcft/Lix 

= nfc nfJx ^ (l+pp) dx s cujus valor, pofitox=-*, 
crit = ; hincque P = * (J _/, +#>/*;. 



Pcr Rcgulam ergo datam fiet J * = n ». <*x ( — ~ ? ) 

= - n ^- '=- — ■"■ 

* ° b iB ~ B dA ' Int ^ndo «aque crit 

- ttfdxV (l +pp) . v „ 

V (!•+-//>) V( i 4-/>/) * ; 

hincquc »V<i+tt> = /,■/'* v( i +/* ) ^ Ex qua 

atquatione , quia valor determinatus 4 exceflit , perfpicuum eft 
— quationcm inventam pro quovis ipfius x valore a?que valcrc. 
Ut autem hanc aequationem evolvamus , erit, dhfercntialibus 

*■*» vrij+m = '" fd * ' (,+ " > *«' -».- 

y/(i -+-//) multiplicata atque integrata, dat-— ■ 4- * — = 

r »/ rf *V(i+W)^ qui exponentiaiis quantitatis valor in illa 
«quatione fubftitutus, dabit 4-,W*-= 

feu </x = = . , , *f ? — t Commodior autem aequa- 

/>(w*4-'/0 v (i +/»/» ) 1 

tio oritur , fi ponatur fdx ( * 4- ) ' ^ critque / arcus 
curvaf , fi fucrint x & j coordinatar normales. Quare habebi- 

tur ifta arquatio nb 4- c p = * WJ / , qua? per - x multiplica- 

ta, ob dj = /</x, abit in hanc nbdx 4- = e ni dj, 

Cunr- 
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Cum autcm , pofko , x = o , arcus / evanefccre debeat , ne- 

ccjTc cft ut tit hoc cafu — -f- c = o ; hinc itaque vcl dato 

P 

Curvar inirio conftans x detcrminabitur , vel viciHim cx c pofitio 
primx tangentis innotcfcet. Orterum fi hanc quxftionem attcn- 
tius contemplemur, deprehendemus eam jam contineri in Exem- 
pk> quodam Capiris prxccd. §. 45- Cum enim noftra exprcf- 

fio, qux maximum minimumve eflc dcbeat, fit 
fe nfJxi/ti+, f ) dxi ponaturea== »r )e ri tf ^('+% 

= ft "/'«VCi+WJ dXi atque differcntiando fiet dW 
+ nWdxy/(i-\-pp)~ dx. Maximiigitur minimive cx- 
prcflio W datur per arquationem dirTerentialera , quae in Cafu 
quarto §. 7 continetur: atque mcthodo convcnienti traclata 
ad candcm pcrducit xquationem , quam hk invenimus. Quxf- 
tioncm autem illam in fe complcclentcm fupra in Cap. prxc. 
§. 45 tra&avimus , in quo hunc ipfum cafum adjunclum fpec- 
tarc iicer. Comparatione autem inftituta , fummus perfpicie- 
tur confcnfus folutionum variarum ejufdcm Problcmatis, <jux 
quidcm tentari queant. 

ExemplumIV. . 

4 1 . litvenirc cttrvdm m gua, prt cU;.t ahcift ssa ^fdt i/ht exprejfit 

i\\ x fiji. A. v. \J( • + PP ) • / • • 

ITZ — 1 — T~ — i ~ ~\ maxtmum vel mmimttm. 

Pofito .v = 4 , fiat fdx ( 1 -f pp) ! * a fin. A y = A , & 
fdx{ \ +ppy cof. A y — Bi erit , pcr valores diffcrentiales, 
dA =»- d x f(i+fff'co(.A,— ± d. , & 

Cum igitur — dcbcat eflfe maximum vel minimum , crit BdA 
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= A dB ; pofito crgo -~ = /* , fict ( 1 +/>/> ~)"dx cof. Ay 

V(» +/■/>) r vC* +#> Tl 

Multiplicetur pcr crit [ ob d. ( 1 + p/> ) fin. Ajf = 

*j(i+//> B *_.A,+$f£$, &,,.(,+„)' ; 'coC 
A, - _ 4< , +„ f ' fin A. , + (r+,,)' : * 

fin. A,-d. ftggfi = «^. (. +/,)' :> cof A, - 

«coCA^ + i , livc < +//) = fin. A ,— t* cof. A> ; 
V(> +W) . 
ybi noiandum cft ficti dcberc , fi x — 4 ponatur . m — 

fd*<t + n f*Gn. A iK sit« = ^Ai;__t«ng. A«;fict 

= nn c ^~ , ° > atqucj,=» + A fin.K^+Z/) 1 : X 
cof. A/*. Quia vcro cft dy—pdx , crit dx — ~~- At eft <#= 

-77 — j v/ c ^ ^ , pofito b cof. hu—c. Ejc 

V(»+P/»)(i — cc — <- c PP) \ 

quibus conficitur x =f 77 — ; . . C * T r,atque 

j—f , llll ; longitudo autcm curva: 

«k = A- — f ■ . = A fin. /( cp v QuarCfi 

arcus cur v r dicatur s ; habcbitur ifta concinna _quatio d x i in . A 

= ,> " ■ . : Conftru&io.vcro cx antcrioribus formulis fpon- 
vu — cc) « 

te confequitur:. 

. J^ulcri 4t M*x. & Min. Y" SCHo- 
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SCHOLION.II. 

42. His igitur Gipitibus pcnitus abfolvimus cam Mctfiodi 
maximorum ac minimorum ad lincas curvas invcniendas ac- 
commodatx partcm , quam abfolutam vocavimus : in qua fcm- 
per linca curva requiri folet , qua? habeat , pro dato quodam 
abfciilat feu alterius variabilis x valorc » cxpreifionem quamcun- 
que indererminatam, maximum minimumvc- Nam ifla cxptef- 
fio , quae maximum minimumvc eflc debee , vel crit una qux- 
dam formula integralis formx J"Z d * , ita ut Z fit functio qux- 
cunque ipfarutn -v , > p , q , &c. five dcfinita five indefinita ; 
pro quibus cafibus Mcthodum tradidimus in Capitibus prxce- 
dcntibus : Vel maximi minimivc expreflio illa continebit in fc 
plures ejufmodi formulas integrales , ita ut fit duarum pluriumve 
formularum integralium fundtio quxeunquc; pro hocque cafu Mc- 
thodus idonea in ilto Capire eft cxpofita , atquc Exemplis il- 
luftrara. Univerfa autem Methodus , quam hic dcdimus , ni- 
titur inventionc valorum differentialium , qui fingulis formuiis 
intcgralibus qux vel ipfx maximum minimumve efle debeant, 
vel in maximi minimive expreffione contineantur, atqueideoto- 
ta folvendi Methodus reducitur ad Cafus illos , quos §. 7 hu- 
jns Capitis conjunctim reprxfentavimus. Qui igitur Ulos cafus 
in mcmoria tenct , vel in promtu habet , is ad omnia hujus 
generis Problcmata expcdite refolvenda crit paratus, Neque 
vero folum Cafus ibi enumerati Mcthodum maximorum ac mi- 
nimorum abfolutam conftituunt ; verum ctiam Mcthodum alte* 
ram relativam , quam in fequentibus aggrediemur, abfolvent 1 
cx quo illorum Cafuum fummus ufus in utraque Methodo abun- 
de pcrfpicietur. Hanc aurem rradtationcm duobus Capitibus 
abfolvcmus , in quorum priori omnibus curvis , ex quibus qux- 
iira dcbet crui , unam quandam proprietatem communem a in» 
poficriori vero plures tribuemus. 
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C A P U T V. 

Mcthodus, inttr omnes curvas eadem proprietatc 
praditas , inveniendi cam , qu* maximi minimive 
proprietate gaudeat. 

D E f 1 n 1 t 1 o. 

r. TJRoprieris communis cft Formula intagialis , feu cxprcf- 
JL fio indcflnita , qu« in omnes curvas cx quibus quicfi- 
ttm dctcrminari oportet , aequaliter competit. 

■ S C H 0 L l 0 N L 

2. Ha&enus Methodum maximorum ac minimorum tradi- 
dimus abfolutam , in qua pcrpetuo , intcr omncs omnino curvas 
eidem abfcifTc rcfpondcntes, una requiri folebat, quar maximi 
minimivc cujuspiam proprietate gauderet. Nunc autcm pro- 
gredimur ad Merhodum relativam , in qua unam lincam maximi 
roinimive proprictate prarditam determinarc doccbimus, nonex 
omnibus omnino lineis eidem abfciflx refpondcntibus , vcrtim 
cx illis, innumcrabilibus quidcm, lineis curvis tantum , quibus 
una quardam proprictas propofita plurcfvc lint communes. Ac pri- 
mo quidem , in hoc Capitc , innumcrabiies curvas eidcm abfdf- 
faj refpondentes contemplabimur, quar unam quandam propric- 
tatcm habcant communcm; ex hisque unam lincam inveftiga- 
,bimus, in qua exprclTio quarcunquc indcfinita maximum mini- 
mumvc obtincat valorcm. Hoc in generc inprimis celebre cft 
CrobUma Ifoperimetncum , initio hujus faeculi publiccpropofitum, 
in quo , inter omnes curvas cjufdem longitudinis qux quidem 
cidcm abfcifla? refpondeant , eam definiri oportebat , qua: conti- 
ncret maximi minimivc cujuspiam proprictatem. Poftmodura 
autera ha?c Quajftio in latiori fcnfu cft acccpta , ut ifta dctcr- 
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minatio non fo'um intcr omncs curvas cjufdcm Iongitudinls fie- 
rct, vcrum eriam intcr omncs curvas aiia quacunquc proprietatc 
communi prxditas ; quam ipfim quarflioncm in hoc Capite pcr- 
traftarc fufcepimns. Cum igittir curva (ii eligen Ja, non ex omni ns 
omnino curvis cidem abfciflft efpondentibus , verum cx iis , innu- 
mcrabilibus duntaxat , in quas proprictas quxpiam propofita 
xqualircr comretat; hanc ipfim propricraicm antc omnia con- 
fidcrari oportct, quam liic nominc proprictatis communis indi- 
camus. Hrc igitur proprictas communis, veluti a?qualitas lon- 
gitudinis curvarum, omniapundta mcdia arficcre dcbct, & hanc 
ob rc.n crit funCtio indchnita, qua? , non cx unici curvae elcmen- 
ti , vcrum ex totius curvac pofitione dctcrminctur. Qi'am 
ob rcm illiufmodi proprictas communis erit, vel formula integralis 
indcfinita fimplcx, vel exprelTio plures ejufmodi formulas inre- 
gralcs complcdtcns. Omnino igitur pari modo crit comparata, 
quo ipfa maximi minimivc formula, fcu cxprellio. Ea*dem igi- 
tur varietatcs atquc divilioncs, quas ante circa maximi minimi- 
ve cxprelfioncm fecimus & traftavimus , seque ad proprietatcm 
communem pertincbunt. 

C O R O L L. I. 

3. Si Igitur proprictas communls fucrlt propofita, qua? fit B, 
tum omncs curva* funt confideranda? , qua? pro cndem data abf- 
cilfa eundcm valorem ipfius B contincnt ; atque ex his ea de- 
bct definiri, qua? habcat maximum vcl minimum. 

C O R O L L. II. 

4. In Problematis crgo huc pertlnentibus' duas res datas efle 
oporrer, proprietatem communcm 5,ac maximi minimive ex- 
prcfTionem A. Qmbus datis , intcr omncs curvas pro data 
abfcilla cundcm valorem B continentes , ea definiri debebit , 
qua? pro eadem ^abfcifla valorem ipfius A habeat maximum vei 
minimum. 
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COROLL. III. 

y. Dantur autem non folum infinita? curva* , qui* pro data 
abfcifTa eandem proprictatcm communem habeant, fcd ctiatn 
dantur infinitis modis. AtTumta enim curva quacunquc pro 
lubitu , ea dctcrminarnm habebit valorcm proprictatis commu- 
nis propofitx; pra?ter e.im autcm dabnntur innumerabiles alia? 
eundem valorem proprietatU communis pro cadem abfcifla con- 
tincntcs. 

C O R O L L. IV. 

6. Propofira igitur expreflione quacunque indefinita , innu». .. 
merabilia infimtarum curvarum dabuntur gcnera , quorum quod- 
libct genus infinitas in fc compleCtitur curvas , qua* pro eadcni 
data abfcifla eundem illius exprcffionis valorem contineant. 

C O R O L L. V. 

7. Cum igitur infmtta dcntur genera , quorum fingula innir- 
merabiles lineas curvas comprehendunt , in quas propofita pro 
proprietate commnni cxpreffio .Tqualiter compctat ; in uno quoque 
gcnere dabitur una curva, qua», pro reliquis ejufdcm generis 
curvis , alteram cxpreflioncm in maximo minimove gradu con- 
tincat. 

Coroll. VL 

8. Qiioniam ergo , cx quolibet gcrrere, una curva maxtmx 
mtnimive proprietarc prardita invenitur; omnino ejufmodi cur- 
vse fatisracicntcs itifinita? invcnientur , quarum quxvis ita crit 
comparata , ut inter omncs alias eadem proprietatc communi 
gaudcntes , maximi minimivc proprictate fit pracdita. 
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SCHOLIOH II. 

9. Haec omnia rnagis illuftrabuntur, fi proprietaterri commu- 
ncm , dc qua ha&enus in gcncrc fumus locuti , dcfiniamus. Sic 
igitur propricras communis , formula longicudincm arcos curvar 
exprimens , maximi minimivc cxpreifio autem fit fzdx; ita ut, 
intcr omnes curvas qua? habeant arcus eidcm abfciffar refponden- 
tcs intcr fe xqualcs , ca dcbcat dcterminar i , in qua pro ea« 
dem abfcifla fiat fZdx maximum vcl minimum. Manifeftum 
autem cft, non folum infinitas lincas curvas dari pro eadem 
abfciifa Iongitudine arquales , verum hoc etiam infinitts modis 
ficri poffc. Sic enim abfciifa communis = *, fumaturque quar- 
cunque longitudo c major quam * , infinitae exhiberi poterunc 
linc.e , tum rectr tum curva? , quarum fingularum iongitudo fit 
= <• 5 atque inter has definiri potcrit una , in qua fit /Zdx 
maximum vel minimum. Loco c autem infinitae accipi poffunt 
quantitatcs; eo quod alia non adcft conditio, nifi ut fit c >rf> 
atque quilibet valor pro c affumtus dabit unam curvatn maxi- 
mi minimive proprietate prarditam. Qitamobrem, pro infinitis 
ipfius c valoribus , infinttar repcrientur linear curvar qua*ftioni fa- 
tisfacientes. Ncque tamen idcirco Quarftio pro indctermina- 
ta cft habenda : nam folutio ipfa > inflnitas curvas fatisfaciences 
prxbens , ita eft intcrprctanda , uc unaquarque harum curva- 
rum invcntarum inter omnes alias arque longas poffideac valo- 
rcm fbrmuia? fZdx in maximo minimove gradu. Perfpicuum 
autem eft , quod hic dc arqualibus arcubus curvarutn oftendi- 
mus , idem dc alia quacunque formula feu cxprcilione indetcr- 
ininata valerc debcre. Ita fi , inter omnes curvas quar , pro data 
abfcifTa x = 4 , valorem formula: fTdx cundem continent , 
ea requiratur in qua fit fZdx maximum vcl minimumj tum 
infinica: quidcm reperientur lincar fatisfacientes : verum hst intcr 
fe ita diicrcpabunt , ut quaelibet , inter omnes alias poifibiles 
lineascurvas fccum valorem formular fT dx corrrmunem babon- 
tesj continest foqjHjlar/Z*'* valorem maximum vcl minimum. 

PfcO- 
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PROPOSITIO I. THEOREMA. 

10. Q** cnrva, inter omnes tmnino curvas eidem abjci jx rejf- 
fondentes , maximi minimive cujujfiam profofiti froprtetate gau- 
defi cadem curva fimul> inter omnes curvas communi quacunque 
tum iffa froprietatc fradttas , eadem maximi minimtvc frofrietatt 



DEMONSTH.ATIO. 

Sic maximi minimive expreifio =A> proprietas autemcom- 
munts ssa Bi critque tam A quam B, vel formula integra lis 
indefinita , vcl cxprcffio ex hujufmodi pluribus formulis compo- 
fita. Ponamus jam curvam cifc inventam, qua?, intcr omnes. 
omnino curvas eidcm abfcifla? rcfpondentcs, expreflionem A 
jcontineat maximam vei minimam ; ea curva certum quemdam 
expreifionis B continebit valorcm ; prarter cam autem dabun- 
tur innumerabiles aliar , in quas idem exprcifionis B valor cora- 
pctet} hxquc innumerabilcs curvar omncs jam contincntur in 
iilis omnibus omnino curvis , ex quibus ca , in qua ex- 
preffio A eft maximum minimumve , c-ft inventa. Cum igi- 
tur harc curva ■ inrer omnes omnino curvas , propofita maximi 
minimive proprictatc gaudeat ; eadcm quoque, inter ilias infi- 
nitascurvas fccum cxpreffiontm B communem habentcs , valo- 
tem exprcflionis A maximum minimumv e polfidebit. Q.. L. D. 

CoROLL I. 

xi. Mcthodus igitur abfoluta ctiam Problematis Methodi 
relativa? rcfolvendis infervit : dum unam femper curvam fatis- 
racientem exhiber, Verum tamen fiaiutioncm complctam nost 
Iargitur. 

C O R O L L. II. 

xa. Curva ergo a qua?, iwcr omnes, cxprtflSoncm A habet 
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maximam vcl minimam, erit una ex infinttis Illls curvis , qua- 
rum fingulx , intcr omncs alias fccum communi propricrate B 
gaudentcs , candcm cxpreffioncm A maximam habent minimam-. 
ve. 

Coroll. III. 

13. Solutio igitur Problcmatis, quo, inter omnes ctirvasea-' 
dcm communi proprictate B prarditas, ea qu.vritur in qua fit 
A maximum vcl minimum, Jatius patcbrt, quam fi abfolute » 
intcr omncs curvas , ca quxreretur in qua eft A maximum vel 
minimum ; illaquc folutio hanc tanquam cafum fpecialem in 
fe comprehcndct. 

PropositioII. Problema. 

14. Metbodum refolvendi Prohlemata , in tpttbus , inter omnes 
curvas communi quadam proprietatc gaudentes , ca rcquiritur tjux 
maximi minimivc cujuspiam propoftti proprictatt gaudeat , in 
r/cre 

■ • 

S O L V T l O. 

► 

Omne maximum vel minimum ita cft comparatum ut , fac- 
ta mutatione infinite parva, valor ejus omnino non immute- 
tur. Quamobrem fi curva az, inter omnes curvas eidem ab£ 
ciflje A Z refpondcntcs , qux quidem communi proprietatc B 
gaudeant , habeat valorem cxprcffionis A maximum vel mini- 
mum; cundcm valorem retincbit, fi ipfi talis mutatio infinke 
parva infcratur, qua communis proprietas B non turbetur. Ad 
hoc autem non fufficit, ut ante fecimus, unicam applicatam , 
puta N n , particula infinitc parva n r auxifle : quoniam enim 
hoc modo tota mutattounica conditionc determinatur , pcr cam 
eilici nequit , ut tam proprietas communis B in ipfam curvam 
& immutatam ajqualitcr competat, quam maximi minimiveex- 
preffio A. Qupcirca mutationcm adhibendam binis conditio- 

cibus 
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nibus dcterminatum efle oportet; id quod obtincbitur, fi bina; 
applicaiae N n, & Ooparticulis infinite parvis n» cV 0« augcan- 
tur. Qnod fi ergo curva hoc modo immutari concipiatur i pri- 
mum cftkicndum eft , ut proprietas communis cum in ipfam 
curvam tum in mutatam aeque compctat; dcindc etiam maximi 
minimivc cxpreflio in utraque curva eundcm valorem retincrc 
dcbcbit. Prius prjeftabitur , fi exprcflionis, qua proprictas com- 
munis continetur, valor diffcrcntialis invcftigctur , oriundus ex 
translationc binorum n & o in v & «, ifque cvancfccns pona- 
tur : poftcriori vcro conditioni fatisfict, fi pari modo valordif- 
ferentialis expreflionis , qua* maximum minimumve efle dcbct , 
quarratur, oriundus cx binis particulis n* & o,a, atque nihilo 
a-qualis ponatur. Hoc paclo, dua? obtinebuntur arquationes , 
altera ex proprietate communi , altera ex maximi minimive ex- 
preflione ; utraque autem ejufmodi habebit formam S. n , + 
jf. o u — o ; in qua S 8cT erunt quantitares ad curvam perti- 
ncntes. Ex binis autem ejufmodi aequationibus eliminabuntur 
particulae nv & o»; provenictquc arquatio pro curva qua-fita , 
quar, inter omncs aliaseadem communi proprietatc B praditas, 
habeat valorem cxprcffionis A maximum vel ininimum, E» 

C O R O L L. I. 

15. Solutio igitur hujufmodi Problcmatum quoquc rcduci- 
tur ad invcntioncm valorum dirfcrentialium : ipfi autcm valo- 
res differentialcs ab iis quos antc dedimus in hoc difcrepant , 
quod cx translationc duorum curva? pun&orum dcfiniri dcbcant. 

C O R O L L. II. 

\6. Ejufmodi valores diffcrcntiales ergo ex duabus particu- 
lis ny & ou oriundos , in quovis Problemarc , binos invcfti- 
gari oportet; altcrum pro proprictatc communi, altcrum pro 
maximi minimivc expreflione. 

Euicri dc Max. & Min. Z Co 
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C O R O L l. llh 

17. Invcntls autcm in quovis Problcmate his duobus valo- 
rlbus differentialibus, utcrquc nihilo arqualis poni debct; exquo 
blnx nafcentur a ? quationcs , qua? , eliminandis particulis affum- 
tis n* & o «, prarbcbunt unam rquationem naturam curva? qux- 
fita: cxprimcntciru 

C O R O L L. IV. 

1 8- Si crgo , inter omncs curvas cidcm abfciflje refponden- 
tes , qua: communi proprietatc B xqualiter funt pra?dita? , ea 
rcquiratur, in qua cxpreffio A fiat maximum vel minimum ; 
tum utriufque cxprcffionis A & B valorcs diftcrcntiales, ex bi- 
nis p.irticubs n> & oa oriundi, quxri , & nihilo xquales poni 
dcbcnt; cx quibus duabus arquationibus fi climincntur particulat 
nr & 0«, emerget acquatio pro curva quacfita. 

C 0 R O L L. V. 

19. In hac iraque opcratione, ambar expreflioncs A & & 
omnino paritcr tractantur; neque in confidcrationcm vcnit, utra 
vcl proprietatcm comrauncm vel maximum minimumve dcno- 
ter. Ex quo perfpicuum cft, eandem folutioncm prodirc debere, fi. 
cxprefliones A & B inter fe commutcntur. 

C O R O L L. VI 

20. Eadcm ergo folutio locum habebit, fTve, ihter omnes 
curvas communi proprietate B gaudentes , ea qua?ratur in qua 
fit A maximum vcl minimum : five viciffim , inter omnes cur- 
vas communi proprietate A gaudentes, ea quxratur in qua fit 
B maximum vel minirauro.. 



SCHO. 
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. S C H 0 L l 0 N. 

21. Ambas exprcfliones A & B, licet in fc fpectnrar rcs om- 
nino diverfas fignificent , inter fe commutabiles efle ipfa folu- 
tionis natura fponte paret. Quod fi enim ad binas particulas 
nr&ou rcfpiciamus, quibus applicata? Nn & Oo augentur ; 
primum cas ita comparatas efle oportet, utproprietas communis 
B, tam in ipfa curva quam in mutata , eundem valorem ob- 
tineat; fcilicet proprieras communis B in curvam amnopz & 
in a m t u p z. acque competere dcbet : dcinde pari modo per eaf- 
dem particulas n» & o&> cmciendum eft, ut cxprcflio A, qua; 
maximum minimumvc efle dcbet , tam pro curva amnopz quam 
^>ro amr&>pz eundcm valorcmrecipiat. Atque adco, tam pro- 
prietas communis, quam maximi minimive natura , candem pla- 
neconditionemin calculum inducit; ex quo maniftftum cft ambas 
expreflioncs datas, quarum altcra proprietatcm communem , alte- 
ra maximi minimivc rationem continet , intcr fe commutari at- 
que confundi pofle , falva Solutione. Hanc ob rem ergo , in So- 
lutione hujufmodi Problematum, fumcit nofle ambas illas cx- 
preflioncs ; neque ad Solutionem abfolvendam noflc opus cft , 
utra proprictatcm communcm aut maximum minimumvc fignrfi- 
cet. Sic fi, intcr omnes curvas longitudine arquales, quara- 
tur ea,.qua? maximam arcam comprehendat ; eadcm rcperitur 
curva quae prodit , fi , intcr omncs curvas arquales arcas incla- 
dcntcs, ea qtiaratur quar fit brcviflima, vel minimam longitudi- 
ncm habeat. Hxc ita fe habent, fi maximi minimive quod qua?- 
ritur natura ita fuerit comparara , ut cjus valor dirVerentialis fit 
= o. Jam fupra autem animadvertimus , duplicis gcneris dari 
maxima&minima, in quorum altero valor dirlcrentialis fit — o, in 
altero vero = oo ■ Hic vcro tantum maxima ac minima prioris ge- 
ncriscontcmplamur; nam, inlmc McthoJortIativa>pofteriusgenus 
locum omnino habere ncquir. Qiiod ii enim valor diflcrentia- 
lis , qui convcnit maximi minimiv c exprcflioni, infinite magnus po- 
natur; tum cx hoc folo arquatio pro curva rtperitur ; ncque ideo 
proprictas communis in computum ingrcditur. Qyare, fi hujus 

Z z gcneris 
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gcncris maximum vcl minimum in Mcthodo abfoluta locum ha- 
bct, cadcm curva in Mcthodo relativa cadem proprictate gau- 
dcbit, quxcunquc proprietas communis adjungatur. Cum igi- 
tur totum Solutionis hujufmodt Problcmatum momentum verfc- 
tur in invcmione valorum dificrentialium , qui ex binis particu- 
lis n r & o oriuntur ; Mcthodum trademus , cjufmodi valorcs 
d'ffcrcntialcs pro quacunque exprclfionc indctcrminata invcnicn- 
di , co modo, quo fupra ufi fumus ad invcnicndos valores dif- 
fercntiales cx unica particula n» oriundos. 

PROPOSITIO III. PROBLEMA. 

12. Propofta quacunque expreffonc indcterminata , fua ad datam 
alfciffam A 2 referatttr i invenire ejus valorem dijfcrentialcm , or- 
tum ex translatione btnorum curvx punftorum n & O in * & a. 

S 0 L U T I O. 

Ponamus abfcuTam AI=x, & applicatam li = j, eric 
Kk = y,Ll=/, Mm =»y" t Nn=y v , Oo =/, 
Pp = /' &c. Harum applicatarum dua: tantum , nempe j H . 
& / patiuntur alterationcm a particulls n » & o « ipfis adjun&is» 
Erit igitur applicatat / " valor differentialis = n > , & applica- 
ta» / valor diffcrcntiaHs = o«, rcliquarum vero applicara- 
rurn omnium valor differentialis erit = o. Hinc rcliquarunr 
quantitatum ad curvam pertinentium /, q, r, s, 8cc. valorcs 
differentialcs habcbuntur , quatenus ea? ab his binis applicati* 

y 1 ' & y pendent. Sic cumfit / = - , erit valor diffe- 

rentialis ipfius / = o; fimilitcrque ipfius/, & f : at cum fit 

f = * crk ipfius/" valor difTcrcntialis = J?j &, 

ob p ,Si — y d J , erit vaiot differentialis ipfius p' v — ^jj 

— porroque ipfius/' crit = — ~. Dcindc cum fit 
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q = i - T~J ' % crit valor diffcrentialis ipfius d 7 = ~ ; ipfius 

ipfius f = -J^r-» Hocquc modo fimilitcr progrcdi licet ad 

fequcntcs quantitatcs r, &c. cum fuis dcrivativis; hincquc 
nafcetur fcqucns Tabella , qua fingularum harum quamiratum va- 
lorcs dirfercntiales cxhibcntur. 
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Ex hac Tabella perfpicirur, in valoribus diffcrcntialibus totidem 
terminos particula o« affe&os occurrere, ac particula n> ; at- 
que in utrifque pares adefle coefficicntes : difcrimen vero irt 
hoc confiftere , ut cuilibet tcrmino particula o w affeclo refpon- 

Z 3 deat 
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deac quantitas immediatc fequens cam , cui refpondct fimilis ter- 

minus particula n v aftc&us. Sic dum tcrminus — ~r J re- 

peritur in valorc differcntiali quantitatis q" , ita tcrmimrs 

adclt in valorc diffcrcntiali quantkatis fequentis f ' J . 

Dcinccps , ob duplicis generis terminos in valoribus differcn- 
tialibus occurrcntcs , quorum alteri parciculam n v , alteri parti- 
culam ou involvunt, valor diffcrcntialis cujufcunque expreffio- 
nis indetcrminara: hujufmodi habcbit fbrmam n *. I ■+■ o «• K ; 
de qua primum, manifeftum eft mcmbrum prius n„. I eflcejuf- 
dcm cxprcffionis valorem dirferentialem , qui oritur fi fola parti- 
cula n y confidcrcrur ; eritque ideo n v. I il!c ipfe valor diffc- 
rentialis , quem fupra pro quavis expreffionc oblata dcfinire do- 
cuimus ; ita ut hoc membrum per prxcepta fupra tradita pro 
quavis expreffione indeterminata exhibcre liccar. Qiiod ad al- 
terum membrum ou. K attinet, quia finguli termini in quibus 
o a ineft perpctuo refpondent quantitatibus fequentibus eas , 
quibus refpondent fimilcs termini particulam nv involventes, 
palam cft quantitatcm Kforc valorcm, quem quantitas / in pro- 
ximo fcqucnte loco induit, atque idcirco efle K — P =/+ 
d I. Qyare cum membrum n v. I ex prxcepris jam fupra datis 
affitmarc qucamus , cx eo porro alterum mcmbrum o u, 
oa(f+^) innotefcct. Sit igitur V exprcifio quaxunque in- 
dctcrminata , cujus valorcm diffcrentialcm ex duabus particulis 
n v & o u oriundum dcfiniri oportcat. Ponamus ejus valorcm 
differcntialem ex unica parcicula n» oriundum cffe = n*. /; 
critquc valor differcntialis , qui cx ambabus particulis n» & 
o u> oritur, ==«nr. / \ o u. /' , feu = nv. 1+ o u (7-f-i/); 
qui igitur ope regularum fupra dacarum facilc affignari potcrit. 

C O R O L L. i 

*j, Omnium ergo exprcflionum , qunrum valores differcntia- 
lcs ex unica particula n* oriundos invenirc docuimus,carundcm 

^valo- 



valorcs differentiales ex binis particulis n» &o* oriundos nunc 
dcfinirc poflumus. 

C O R O L L. II. 

24. Hxc igitur Mcthodus valcbit tam ad exprcflionuin va- 
lorcs differcntiales invcniendos , qui non pcndcn? a quantitate 
abfciffa? propofita: AZ, quam qui ab iftius abfciifar longitudi» 
ne pendcnt. 

c o r o l l. irr. 

25. Quin etiam fi cxprcffio propofita, qua? vel proprieta- 
tem communem continct , vcl maximum minimumve cfle debct, 
fuerit funclio duarum pluriumve formularum intcgraliumj ejus 
valor differenrialis cx binis particulis n r & 0« oriundus eadem- 
lege definictur.. 

16. In Capkibus fuperioribus vicHmus vaiorcm differentiai- 
lcm cujufcunquc exprefiionis , qui ex unica particula n v oritur,. 
hujufmodi habere formam n r. dx. T, feu nr. T dx ; ubi T de- 
notat quanritatem finitam : quarc ejtrfdem expreffionis valordif- 
fercntialis ex binis particulis n» & o u ortus erit = n». Tdx 
•+•0«. Tdx. quemadmodum in Solurione oftcndimus. Eadcm 
autem forma facilcad minc modum poteft evinci : Scilicet fipo- 
fiatur o a ssss o , tum prodirc debet ipfe valor differcnttalis «x 
unica particula n » ortus , qucm fupra invenirc docuimus , eritque. 
n r. T dx. Sin autem ponatur n r = o, ac fola particula o *> confidc- 
ratur, vaior dlffcrentialis fimili modo reperictur quo fupra ufi fumus: 
non autcm erit = o «• Tdx; nam quia particula o u in fitu fcqucnte 
accipitur, loco T ejus valor fequcns paritcr fumi debct; ita ut 
valor differentialis vcrus futurus fit = ou. T' dx. Quod fi cr~ 
go urraque particula nr&ou conjunclim confidcrctur, erit va. 
ior differentialis = n„ Tdx 4- 0«. Tdx, co quod in ipfo 
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calculo particula? m&o« nufquam intcr fc permi/centur, fed 
utraque pcrpetuo fcorlim tnc~:ari poflit. Ut autcm harc ad no- 
tar.di ip.oduminfupcriori capitc rcccpium accommodcmus; pona- 
mus V eflc cxprclTioncm quamcunque indctetminatam , qua? , 
pro abfcifla definita A Z — <*, valorcm recipiat = A; cjufquc 
va'.orcm dirTcicntialem cx particula n* ortum cfle — nv. dAi 
ubi dA nobis clcnotct idcm quod antc Tdxi potcritque ifte 
valor dA cx ex p rcflionc V t modo in Capitibus piaccdentibus 
cxpolito , imcniri. Hoc invcnto crit cju dcm cxprcffionis V 
valor ditfercntialis cx binis particulis nv & o« oriundus = 
nv. dA •+- o u. dA' ubi dA dcnotat valorcm dA fuo dirTercn- 
tiali auclum. Quanquam autem ifta valorum dirTcrentialium ex 
binis particulis oriundorum ad noftrum inftitutum omnino eft 
neccflaria ; tamen folutio ipfa Problcmatum huc pcrtinentium 
co itcrum reducctur , ut per folos valores diflcrentialcs modo 
fupra expofito inventos , qui fcilicct ex unica particula n r naf- 
cuntur , abfolvi queat ; id quod ex fequente Propolicione mox 
paccbit 

Propositio IV. Problema; 

■ 

27. Inter omnes furvas ad eandem datam abfttffam A Z == * 
reUtas , in au.ts idem valor cxprcfTionis indejimta W competit ; dc- 
terminare eam , in qna Jit exprejio V maxttninn vcl minimum* 

S 0 L U T I 0. 

Ponamus eurvam az qua?fito fetisfaccre, atquc cxprcffioncm 
Win ca obtincre valorcm detcrminatum = Bi crit crgo harc 
cun a a 2 intcr omnes alias curvas ad candem abfciftom A Z relatas, 
in quibus exprcflio W cundem obtinet valorcm , itacomparata , 
ut in ca cxpreflio V maximum minimumve valorem rccipiat , 
qui fit = A. Ad curvam ergohanc inveniendam , pofitisabf- 
cilTa indcfinita AI = x, & applicata refpondcnrc li = y i 
blnx applicata? Nn & Oo particulisinfiniie parvis nr & o <»au- 
gci i concipiantur : quo frfto , tain ipfius W quam ipfius V v* 
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lor differentialis, qui cx his duabus particulis n» & o&> adjunc* 
tis nafcerar nihilo ajqualis poni debebit, uti in Propofitione fc" 
cunda oftendimus. Sit jam expreflionis V valor diffcrentialis cx 
unica particula n» ortus = m>. dA^ atque expreflionis alterius 
IV valor difFerentialis ex eadcm unica particula nr ortus =' 
n». dB, quos valores differentialcs ex pracceptis in fupcrioribus 
Capitibus datis invcnirc liccbit. Nuncigitur, dum binaspar- 
ticula« nv & o« contemplamur, erit expreflionis V valor dif- 
ferentialis = n». dA + ou. dA\ altcrius vero cxprcfTionis 
IV valor dirTcrcntialis crit = nr. dB -f- o«- dB. Quocir- 
ca , ad quarfitam curvam invenicndam , rTcri oportct cum 
nr. dA-\-ou. d A' = o» tum ctiam n». dB-\-ou. d B' = o. 
Multipliccntur amba: srquationcs pcr quantitates quafcunque , 
ita ut prodcat o 

n». ttdA + ou. <tdA = o 
n>. G dB 4- o«- G dB' = o. 

Fiatque ad particulas n t & o u elimtnandas tam «dA -f- ZdB 
= o , quam «tdA + Qdff = o > eruntque m & C ejufmodi 
quantitates, fivc conftantes, five variabiles, qua? utrique arquatio- 
ni fatisfaciunt. Quoniam vero eft «dA + C^B=o, erit 
quoquc « dA' -{- <Z dB = Oi quae a?quatio, cum <tdA + 
C dB' =o comparata, monftrat cfTe debere «'=»,& C = C; 
ex quo quantitates har * & G debebunt eife conftantes , & qui- 
dcm quxcunquc. Sumtis itaquc pro <* & C quantitatibus qui- 
bufcunquc conftantibus , aequatio pro curva erit « a*^ +G</*3 
= o. Hxc eadcm a:quatio prodit, fi methodo confueta par- 

ticulas n t & o m climinemus. Erit nempe — = — j—- = 

- n- 33-3T> fe » ¥f-Tf - «*" = 

dA + «V^, & tVF = dB + «VB. ^Equatio autem 

dAJ^^I integrata dat U B + IC. Seu «*,* = 

Eulcri dc Mjx. &Min. A a i 
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CdBi quar, pofitoC= — ^ , tranfit in « 4A+ 6 JB=o; 

quam ipfam ante invenimus. Quamobrcm ad Problema refol- 
vendum oportet, tam exprcffionis proprietatem communem con- 
tincntis fV y quam expreflionis quae maximum minimumvc cf- 
fc dcbet V> valorcs diffcrentiales , methodo in fuperioribus Ca- 
pitibus tradita, inveftigare, eofque per quantitates conftantcs 
quafcunque multiplicarc , fummamque = o ponerc; quo fafto, 
refultabit cquatio naturam curva: quaefitae expriniens. Q. t\ I. 

C O R O L L. I. 

28. Nunc igitur, ad Quarftiones in hac Propofitione conten- 
tas rcfolvcndas , fufficit nofie valores difrerentiales ex unica par- 
t i .''jla n t oriundos ; quos fupra jam expcdite inveoire docuimus. 

C o R o l r. II. 

29. Qiiare adhoc negotium in fubfidium vocari debebit Ca- 
put prxcedcns IV, cx eoquc cum §. 7 tum $.31. In loco 
priorc cnim contincntur prarcepta valores differcntiaJes inve- 
niendi, ficxprcffioncs indetcrminarae propofitae fuerint formularin- 
tegrales fingularis, in altero vero, u fint fun&ioncs duarum 
pluriumve cjufmodi formularum integralium. 

C O R O L L. III. 

30. Propofita ergo proprietate communi IV, & maxim! mi- 
niraive exprcffione V, utriufquc exprcffionis valorcm diffcrentia- 
lem ex his praeccptis quaeri oportct : {quibus inventis , & per 
confbntes arbitrarias mulplicatts , eorum aggregatumnihilo aequa- 
le pofitum dabit aequationem pt o curva quaefita. 

CoROlL IV- 

}i. S, inter omnes omninocurvas cidem abfciflae A Z rcf- 

ponr 
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pondentes, quarratur ea , in qua expreffio V maximum minimum- 
ve obtineat valorem; pro ea habetur ifta arquatio dA = o I 
denotantc dA valorem dinerentialem expreffionis V . 

C o R O L L- V. 

3*. Qyodfi autcm, inter omnes curvas cidem abfcuTa* AZ 
refpondentes , in quas exprelfio Wa?qualiter competat, quara- 
tur ea in qua exprcffio V maximum minimumvc habeat valorem; 
invenitur pro ca ifta xquatio *dA + Z dB — o. 

C O R O L L. VI. 

33. Pcrfpicuum&go cft, curvam, qua», inter omncs omnino 
curvas, habeat V maximum vel minimum , cujus arquatiocft dA 
= o , contineri in axjuatione «dA + G dB =0 , qua expri- 
mitur curva, quz, intcr omncs cadem communi proprietatc W 
gaudemes, habcat Frnaximum vel minimum. 

COROLL VII. 

34. In ipfa igitur prima sequationc, quam Solutio prarbct, 
*dA 4- G dB =0 j jam ineft una conftans arbitraria » quae 
autcm per id determinari debet, ut valor cxprdfionis W datum 
obtincat valorem. 

COROLL VIII. 

37. Problcma itacjue fic folvi poterit, ut, intcr omnes cur- 
vas cidem abfcifiae AZ refpondcntes , in quibus exprelfio W 
eundem datum obtineat valorem , definiatur ca in qua fit va- 
lor ipfius V maximus vcl minimus. 

C O R O L L. IX. 

3tf. Ex his dcfljjquc intclligitur, Solutioaem Problcmntis pro- 

A a a pofiu, 
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pofui , convcnlre cum Solutione hujus Problcmatis , quo , inter 
omncs omnino curvas cidcm abfciffa? A Z rcfpondcntes , requi- 
ratur ca qux habcat * V + € W maximum vcl minimum. 
Qux quxftio, etfi ad Mcthodum abfolutam pcrtineat, tamen 
dat xquarionem «</^-r-C^£ = o, quam ipfam invenimus. 

SCHOLION l. 

37. Ex his igitur non folum Mcthodus fecilis atque expedita 
colligitur,omnes Quxftiones huc pertinentes rcfolvendi; verum 
ctiam narura hujus gencris Problematum penitius cognofcitur. 
Primo cnim apparet , quod jam fupra demonftravimus, Solurioncm 
eandcm fore, five, inter omncs curvas comnjuni proprictatc W 
prarditas , qua>ratur ca qux habeat V maximum vel minimum i 
fivc inverfe, inter omnes curvas communi proprierate V prx- 
ditas , ca requiratur in qua fit W maximum vel minimum. De- 
indc ctiam intelligitur , Quxftionem ita proponi poiTe, ut ejus 
Solutio ad Mcthodum maximorum ac minimorum abfolutam 
pcrtineat; congruit enimProblema propofitum cum hoc , quo » 
jntcr omnes omnino curvas ad eandcm abfciiTam AZ rclatas, 
rcquiritur ca in qua fit ifta expreffio «V -h GW maximum vel 
minimum ; atque hxc Problematis transfbrmatio in caufa eft » 
quod Solutio per valores differentialcs ex unica particula n» ori- 
undos perfici queat, neque amplius opus fic duas hujufmodi 
particulas conftdcrarc , prouti primo intuitu natura Quxftionis 
poftulare videbarur. Hanc autem convcnienrjam poftmodum , 
per fe, ac fiue ifta Methodo qua binx particulx confiderantur„ 
dcmonftrabimus ; quo vcritas hxc , fummi in ifto ncgotio mo- 
menti , magis confirmctur. Ad folvcndas cxtcrum hujufmodi 
Quxftiones , ante oculos habere oportet prxcepta Capirc prx- 
ccdcntc in compcndium redacla ; quorum ope valores dirTcren- 
tiales quarumcunquc expreflionum inveniri poterunt. Primo 
enim , §. 7 illius Capitis recenfentur Cafus , quibus formula- 
rum integralium folitariarum valores exhibentur : tum vero 
$. 11 traditur Methodus invenicndi valoresc^iffcrcntiales ex- 
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prcffionum, quar ex duabus pluribufve formulis integralibus ut- 
cunque fint compofitar. Ex his itaquc fubfidiis, pro quavis 
Qua*ftione oblata , tam maximi minimive expreffionis quam 
proprieratis communis valor diffcrentialis affignari potcrit : utro- 
que autem invento , arquatjo pro Curva quarfita nullo negotio 
tormabitur; cum tantum opus fit aggregatum quorumcunque 
multiplorum illorum binorum valorum differentialium nihilo ar- 
quale poni. Harcquc arquatio inventa , dcinceps pari modo 
crit tradtanda , quo fupra , cum in redu&ionc ad conilrucndunv 
tum in integratione ufi fumus, 

SCHOLION f £ 

38. Jam obfcrvavimus in arquatione *dA -f- C dB = o," 
quam Sulutio immcdiate fuppeditar, unam ineffc quantitatenv 
conftanrcm; quar autcm non omnino fit arbitraria, fed ex con- 
ditionc propofita dcbeat dctcrminari. Scilicct , cum in omnes cur- 
vasex quibusqoarfitamdcfiniri oportet, eadem exprcffio Warqua- 
lircr compcterc dcbcat , fcu in omnibus eundcm valorem , pu- 
ta B , obtinere ; hxc quantitas B tanquam data fpeclari poteft ; 
iitquc cum ipfa in calculum non ingrediatur , ita conftantes « & £ de- 
finire licebit , ut valor expreffionis abfciflar AZ=-< ref- 
pondens, ipfi B arqualis fiat; hocquc pacto, Quaeftio alioquia 
indeterminata dcterminabitur. Earcnus autem tantum detcrmi- 
nabitur, quatenus, per intcgrationes poft inftituendas, novx 
conftantes arbitrariar etiam per totidem puncta dcfiniuntur. Pror- 
fus nimirum ut ante , totidcm pun&a prafcribi poterunt , per 
quar curva quarfita tranfeat , quot novar conftantes per integra- 
tione&ingredi ccnfendartunt. Horumautem numerus innotefcee 
cx gradu differcntialium fummo , qui in arquatione inerit. Quo- 
niam vero tota Qiiacftio ad Methodum abfolutam revocari po- 
teft, numerus iftiufmodi conftantium perpctuo crit par; fcu 
arquatio refultans «td A + C dB = o , erit vel finita , vel dif- 
ferentialis fecundi gradus , vel differentialis quarti gradus, vcl 
diftcrentialis fexti gradus* vel o&avi , vd ita porro. Quod 
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fi arquatlo prodit finita, tum quoque curva pcnitus jara critdercrmi- 
nata; liquidcm ratio intcr « & C ita dcfiniatur, ut expreifio W 
■ datum rccipiat valorem B in curva inventa , quam dctermina- 
tionem perpetuo adhiberi ponimus. Si arquatio inveniatur difc 
ferentialis fecundi gradus, tum duobus pun&is curva inventa 3c- 
tcrminabitur; congruum autcm ac morc receptum eft ipfos cur- 
var terminos a & z prarfcribi , hifque cafibus Problema determi- 
nabitur, fi conditio ifta adjungatur, ut curva quarfita intradatos 
terminos a & z contincatur. Sin autcm aquatio prodeat difte- 
rcntialis quarti gradus , tum quatuor punctis pro lubitu alligna- 
tis, curva fatisfacicns dctcrminabitur ; harc igitur definiri ita con- 
vcnict , ut , prarter terminos extremos a & z , fimul pofitio tan- 
gcntium in his tcrminis prafcribarur. Sin pcrveniatur ad 
arquationem differentialcm fextigradus, tum curva per fex quar- 
cunquc punfta determinabitur : eorum autemloco prarfcribi po- 
ccrunt primo ambo tcrmini a & z , tum pofitio tangcntium in 
his tcrminis , ac tertio curvedo in his ipfis locis feu radii ofcu- 
li quantitas. His igitur notatis , intelligetur ex ipfa Solutione 
cujufmodi conditio ad Problcmatis cujufque propofitionein ad- 
jungi debeat , ut id nat penitus determinatum : harcque admo- 
nitio, non folum hic , fed etiam in Mcthodo abfoluta atquc 
rcliqua Methodo relativa , locum habct. 

S C H o L l o H ll l. 

39; Difcrimen hic etiam maximi momenti inprimis eft no^ 
tandum , ex quo in Mcthodo abfoluta primariam tra&ationis 
partitionem defumfimus. Confiftit id autem in modo , quo cur- 
va invcnta Quarftioni fatisfacir. Fieriemm potcft, ut cjus^quar- 
cunque portio ad abfcuTam indcfinitam rclata requifita propric- 
tate gaudeat; deinde etiam dantur cafus , quibus nonnifi ea 
portio qua? definitar abfciflar A Z = a refpondet , conditioni 
Problcmatis fatisfaciat. Illud fcilicet cvenit, fi quantitas harc 
* in arquationem , quam Solutio fuppeditat , vel omnino non 
ingrcditur, vel in quancitatcs arbitrarias * & G comprchcndi 

' qucat. 
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queac. Ex quo manifcftum eft , fi ambae fbrmula» W & V in 
cafu primo §. 7 Capitis prarcedentis recenfito contineantur , 
tum curvje inventae quamlibet portionem ad Quarftionem cflc 
acommodatam. Deinde vero etiam fieri poteft , uc licet quan- 
titas 4, feu quantitates ab ea pendentes, vel in alterutro valore 
differentiali infinc , vei in utroque ; camcn ea? vel fe mutuo tol- 
lanc in arquatione adA +• £ d B = o , vcl fub arbicrariis • & 
C comprchendi qucanc ; quo cafu paricer quamvis curva? inven- 
tae porcionem farisracere oporccc. Hoc autem tantura locum 
habct, fi non dacus ac deccrminacus praefcribatur valor, quem 
.propriecas communis W in portionc fatisfacicnce obtinere de» 
beat: cum cnim ficri nequic, uc Ih quavis porcione eundcm va- 
lorem forciacur. Ex Solucione aucem unius cujufque Quarftio- 
nis facile incelligccur , qua condicione , five coca curva a z , fi- 
ve quarvis potcio, facisfaccre queat ; id quod commodilfinie in 
Excmplis oftcndi poterit. "0 

ExEMPLUM L 

40. Inttr tmnes chtvms ad nhfcijftm AZ reUuc, in quibas for- 
mnU f y x d x cundem obtinct vetlorcm , invcnire cam in qna fit v*~ 
lor formttU f y y dx minimtu. 

Erit igicur propriecas communis W—fxyJx, cujus, oh 
dxy = ydx + xdy, valor difterentialis eft = nr. dx. x» 
Maximi autem minimive formula eft V= fyy dx> cujus, ob 
d. yy = %y dy, valor differentialis eft = nr. dx. zy. Ob- 
tinebitur ergo, divifione pcr n». dx inftituca, hxc aequatio * x 
+ 2 C jr =o; ex quapacct Quaeftioni fatisfacere lincam rcc- 
tam in A cum axe A Z angulum quemcunque conftitucnrem. 
Et quia longitudo abfcilfae A Z = * non in computum ingre- 
ditur, quaevis hujus re&ae portio arquc fatisfacict. Quod 11 
autcm poftulctur, uc pro daca abfciffa AZ = *, formula/jx^x 
datum obcineac valorem, putafi; cum objf = m x } Getfyxdx 
s= ^ mx* i idcoque j m*\ = B, ex quo pofitio lineae tefta: 
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ita dcfinictur, ut cfle debcat 7 = ^.JL. ^ XC Ig ' tUr re ^ 
jam ifta proprietate gaudebit, ut ca intcr omnes lineas, five 
rcc c ras , five curvas , qua? pro data abfcifla AZ=< habcant 
formular fxjdx valorcm = B, producat ioxnvAxfyydx mi- 
r.imum valorcm. 

■ 

ExEMFLUM II. 

41. Inter ommts curvus ejufdem lcngitudinis punfiu a & Z jun- 
gcntcs , invenirt eum uuu mdximum vel miutmam urcum a A Z z 

cen.prcheniAt. 

Quoniam proprictas communis eft longitudo arcus = fdx 

V ( 1 +pp ) ; erit cjus valor diflcrentialis = — xir. d. £— - 

Dcinde maximi minimivc formula eft /) , cujus valor dik 
fcrcntialis cft nr. dxi undc pro curva quaefita ifta habcbitur 

«quatio dx = bd. Jjfeffy & intcgrando x +,= j^gt 
jdcoquc/ = —^f—^^^. Hinc crgo inte- 

grando fit ; = /± V(P — (*+0*)> feu £*=(;—/)' 
4- (.v •+•*)'; qm cft arquatio gcneralis pro Circulo. Qtia- 
mobrcm arcus Circuli quicunque per pun&a a & z du&us , in- 
ter omnes alias lineas curvas ejufdcm Iongitudinis , vel maxi- 
mam vel minimam arcam a A Z z includct. Duplici autem 
jrtodo Circuli arcus datar longitudinis intra terminos a & z conf- 
titui poteft ; altcro , quo concavitatem axi A Z obvcrtit ; altero , 
quo convcxitatem. Priori cafu manifcftum cft arcam fbre ma- 
ximam , pofteriore vcro minimam. Atquc hinc fi dcntur ter- 
mini a & z , una cum longitudine curva? intra hos terminos conf- 
tiruta?, quam majorem quidcm efle oportct lineam re&am hos ter- 
rninos jungcntcm ; Solutio penitus crit detcrminata : arcus Cir- 
fiHl niim hujus longitudinis per hos terminos potcrit defcribl 

unicus , 
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unicus, qui, prout vcl concavitatem vcl convcxiratem axi AZ 
obvcrtat, arcam formabit vcl maximam vel minimam. 

COROLLARIUM. 

42. Hinc ctiam patct arcum circularcm az, per tcrminos a Fig. ti. 
& z du£um , non folum maximam aream a A Z z , intcr omnes 

alias lineas ejufdcm longitudinis formarc ; fed ctiam qnarcun- 
que Unea aCEDza tcrmino a ad tcrminum z du&a dctur , 
cum ea arcus circularis a z maximam includet aream. Nam 
fi area a A Z z eft maxima , erit quoquc arca aAZz — aAC 
— zZD+CED, ob areasaAC,zZD&CED conftantis 
magnitudinis qua:cunque linea proaz capiatur, maxima. 

EXEMPLUM ilL 

43. Ltter omnes curvas ejufdcm longitudinis funtla A & M fig, 7. 
jungentes> mvenirc cam qua^ cum reclis A C &m.Qad punclum 
fixum C dutfis, maximam vcl minimam comprchcndat arcam 
ACM. 

Qiioniam, ob data puncla A, C, M, reda» AC & MC 
pofitione dantur, ponatur angulus A C M = *, feu defcripto . 
centro C , radio C B = 1 , arcu circulari B S , fit hic arcus 
BS =x, 8c ponatur CM =y ; erit Ss = dx, Mn=ydx> 
& area A C M = * fjyd*- Porro ob mn = dy, erit M m 
= y 7 -f- dy x ) = dx \J{yy -\- f>p), pofito dy = 

pdx. Quare inter omncs arquationes relationem ipfarum x & 
y continentes, quae, pro dato ipfius x valore, candem prarbent 
quantitatemyVx V (yy + fp), camdefiniri oportet, quae, pro 
eodem ipfius x valorc, prscbcat formula: {fyydx quantitatem 
vel maximam vcl minimam. Cum igitur formula?/Vx v 7 (jy-h 

ff ) valor differentiaiis fit = m. dx ( ^-2—^ — -J- 

d ' y/ ( yy \pp) ^ & formiiht/)f/x valor dufcrentialis == 
Euferi D^Max.&Min. B b nu 
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n,. dx. y; habcbitur pro curva quxfita ifta xquatio ydx 

byilx « — b d. -^JL 



7UJTTFT — b d ' VUyTFfy qu *' per > muW P Bc « a ' 

nbitin hanc ydy =-±yj\y_ b ^ _p_ 

' J s(yy+pp) r ?w4S 

cujus intcgralc cft { yy = * y' Oj+//) — *(//+p P ) + 

* ' = / / ^ ? » s + * <*• Ducatur in tangcntcm MP cx 

v (yy +PP) ° 

C pcrpcndiculum CP = *> crit u = ^ ^ ^j-qp ^ ^ > na ~ 

bcbiturquc jjr = ibu -\- bc : quam xquationem fupra jam of- 
tendimus cfle ad Circulum. Quamobrem arcusCirculi pcrtcr- 
minos A & M duAus hanc habebit proprietatcm , ut , inter 
omncs alias curvas ejufdem fccum longitudinis tcrminos A & M 
jungcntcs , arcam A C M cxhibcat vcl maximam vcl minimam; 
prout ille arcus , vel concavitatcm , vcl convexitatem intra an- 
gulum ACM vcrtat. Quo ipfo id confirmatur, quod S.prx- 
ced. in gcncre adnotavimus. 

ExEMPLUM IV. 

44. Inter omnes curvaj puncla a & z jungent , quacirca axem 
A Z rouu gcnerant foltda ejufdem fuperfieiei ; determinare eam 
tjua fimul producat volumen foitdt boc modo generati maximum. 



Superficies folidi hoc modo generati, proportionalis inveni- 
tur formulx imegrali huic y}</xV(i+;;)» cujus valor dine- 

itmUb cft ... 4» ( V( «+//) - £ i. jrffcj) ) 

Volumcn vero folidi hoc modo gencrati cft ut / yy d x , 
cujus valor differentialis eft = **. dx. ay. Quocirca rcfulta- 

bit ifta xquatio 2;A = W^(i+//)-^. 7to£ffY 

M»lti- 
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Multiplicctur hax pcr /, ut prodeat 2 y dy = bdy y/ ( 1 +// ) 

- " * v-Htft = " /✓ o +//> - 7^7, 

— '/<'• ✓7+777' cu » us «itegralc. eft^jr =>*;✓(> +f/ ) 

- 7^+m- lt= v(.+//) Eriter6 ° 

*/= (//— <0/0 +//>.& ,--*£=%=!- > 

— Qom erit /*= ~<>2=^2—., . De 
hac aequatione primo notandum cft , fi fucrit c = o fbrc = 
\I (l'f* yj ) ' ' < k°9 ue curvam cfTe Circulum , cujus ccntrum in 
axc A Z lit pofitum ; illc igitur arcus circularis, ccntro in axe 
A N fumpto delcriptus & pcr data duo pun&a a & z tranficns 
Qja:ftioni fatisfaciet ; crit autcm is unicus , idcoquc folidumde- 
finira? fupcrficiei gencrabit. Qnare fi, intcr omncs curvas quar 
folida alius atque diverfe fupcrfltiei generant , quarratur ca quac 
maximura volumcn producat, ca non crit Circulus, fed alia 

curva in arquatione dx = v( ,ffiT^ — HT) C ™* 
tcnta. Non folum cnim, ob binas conftantes* & f, effici po- 
tcft , ut curva per pra?fcripta duo punfta a & z tranfeat ; fcd 
ctiam ut longitudo curvae a z exiftat datas magnitudinis. Ce- 

tcrum longitudo curvar, ob fdx \l ( \ +fp) = / — 

Btt=sss /' n»y,--'(£--bc?y cujusintegrale aquadratura 
Circuli pcndet, cftquc = } A cof. + 
Conjl. Quod fi autcm h ponatur = 00 ,cafus oritur fingularis; arqua- 
tio namquc prodit h*c dx = — —til^ , quar eft pro 
curva Catcnaria convodtatcm axi A Z obvertente. 

B b s Exem- 
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Exemflum V. 

45. lnter omnes curvat az 4qu4les 4rc4si AZz' continenter, 
Jftcrmin/tre eam , qtu circd 4xem A Z rot4t4 generet foltdum mi- 
rnm* fuperfciei. 

Qyoniam proprietas communis In area = /)</* conAituitur; 
crit cjus valor differentialis = n».dx. Deindc formula , qiue 
minimum cflc debct, eft fjdx y^i cujus valor dirTe- 

rcntialis cft = n k ( dx sf ( 1 +// ) — d. ) ; un- 

de orietur,procurvaquarfita, ifta acquatio ndx — dxy/\i +j>j>) 

d. y tj]^pp} > > P cr / multiplicata & integrata , prxbet 

"•> + * ~ vTT+77) ' rcu V ( 1 + " 5 = ^T+T ' ■"■ 

* & , Vf/-('>+ *y ) , ac 4* = . . : 

^((1 — ******** fi& '=•»• 

tum curvam eflc abituram in lineam rcdbm punfta a & z jun- 
gentem. Dcinde fi fit » = 0 , ob = ^ ^jj^ ^ cur- 
va crit Catenaria concavitatem axi A Z obvcrtens. Qyod fi au- 
tcm fit * = — 1 , fiet dx = -^i—ZZi^L-; C x qua inte- 

grando oritur x = c -f- — - ~7*^' ^ (iby — £ £ ); qua? cft 

pro curva algcbraica , & in rationalibus pnrbct 9 h ( x — e )* = 
( * b — /)* (zy — b ). Eft ideo linca tcrtii ordinis & per- 
tinet adfpccicm 58 Newtonl 

ExEMFLUK VL 

4*. I»«r ^Af^ orrtur az ejufdem longitudinis \ defnire C4m 
qu4 circ4 4xcm A Z r*WM producat m4ximum fo/idum, 

Inter 
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Intcr omncs Igitur curvas proprietatc communi/W* */(*+#) 
^ udcntes, ca qua?ritur in qua fit fyydx maximum. Qiio- 
niam crgo formula: fdx V(*+P?) valor dirfcrcntialis eft = 

— d - / (i+fp) '' formul * vero fyydx valor differentia- 
lis cft =i»t.jJxi habcbitur pro curva quarfita ifta arquatio- 
7 ydx = ±bbd. j (l r +pp) > qu», multiplicata per / & in- 
tcgrata, dabit#4- k = , fcu ^CH-//) = 
Jt" hincque , - V^-Qr-MO') = £. ex Qua 

fit x ~^VTb*^%y + Iwy H * c hanc ^* 0 " P ra ~ 

prietatcm ut ejus radius ofculi , qui gencralitcr cft = dx : 

*7(r+~Jfy fiat = Ty'> hoccft > proportionalis cft applica- 
txy invcrix; undc patet curvam quaefitam effe Elafticam. Non 
folum autem per conftantcsJ & c arbitrarias cffici potcft, utcur- 
va pcr datos terminos a & z tranfeat, fcd ctiam ut ejus arcus 
intra hos tcrminos intcrceptus fiat datae magnitudinis. Si fit 
* = o , prodit Elaftica rcdlangula. Citcrum nullo cafu conf- 
tru<2io per quadraturam vcl Circult vcl Hyperbola» abfolvi po- 
tcft j nifi fint vcl b & c infinita , quo quidcm cafu linca a z pro- 
dit reda , vel b = c. Hoc cnim cafu , habebitur x = 

f „, ' feu ' {am0 " • «* * = 

& lntegratione per logarithmos abfoluta, fiet x=f — \/( %bb 
— V y+ + ^( z ^ b yy\ jpf^ vero curva? longitudo , 

qu* gencraliter eft ■ /^fc , crit hoc cafu 

— . yi b + \f(lbb yy) 

Bb 3 Exek- 



^3 DEMETHODO\ 
EXKMPLUM VII. 

47. Uvenure curvdm , qtui, inter §mnes dliat ejufdem longitu- 
dinis , circd dxem AZ retdtd, prcdutat felUkm cujut fuperfctes 

ftt vcl maxima vcl mtntma. 

Quoniam proprietas communis cft = fdx V ( x -f- pp ) , 

cuius valor differcntialis eft — nt, d. ,, — ,;maximi tninimi- 

V( * +PPJ 

ve fbrmula: autcm fydx /( 1 pp) valor differentialis cft 
= »'.(^^(1 +PP) — ) ; nat)cl)irur P ro cur * 

va quarfita ifla a>quatio b d. -—L-jj^ = dx V C 1+ pp) 

— d. ffijffjy ^ ux P er P multiplicata & integrata praebet 
c — -r^ -= _ ,f cu ,= h+y .. Hinc 

fct V(i - S±* f &, = vlXOJ^z^^g s 

ex hacque^*=^^^— - quar cft arquatio genera- 

lis pro Catenaria , & fatisracit , dummodo axis refpeftu cate- 
nx fufpenfse fitum teneat horizontalem. Fieri ieitur potcft , uc 
curva vel convexitatem vel concavitatem axi A Z obvcrtat , 
priori cafu fuperficics folidi fiet minima , pofteriori maxixna. 

EXEMPLUM VIII. 

* i »7- 48. Jnter §mnes cmrvds per punfld AejrQ trdnfeuntes , ftid om~ 
nes aqudles areas A B C comprehendant ; dejfnire eam qux i* fluido 
ftcundum direi/tonem uxis BA mota minimdm putidtur rejjflentidm. 

Pofitis abfcuTa AP=x, applicata PM =y,proprictascom- 
niunis eft fydx^ ejufque valor dirTerentialis = nv.dx. Rcfif- 
remia autem totalis , quam figura in direttione AB fentit, eft 

ut 
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ut f > cujus valor differentialis — nv.d. \ rv *~ £ „ 

his emergit pro curva ifta arquatio dx~bd. ^ffp^i i 
integrata dat x = c + j£q Ua tio autcm diffc- 

rentialis per / roultiplicata , abit in hanc dy = bpd. ^H"^ , 
qu* in hanc formaro * = + ^fg^- 

bdp. rff$j$ tranfmutata, habet intcgrale^ _/+ ~ 



3+?p) 



+tf? 

h ^H~^fY ' CUfVa C " C a, ^ raica - Efficicndum eft autem , 
ut , quo cafu fit x = o \_ quod ficri ncquit , nifi vcl b vcl e 
capiatur negativum ~] fimul y evanefcat. Quo autcm curva co- 
gnofcatur , ponatur x — c =t & y — / = »» crit / = 

O+iF)' 9 ^ m —o+pp/ ' undcfit '+*V* — (i+„/. 
atque # — « ^ 3 _ Hf^a.Vj + 3 f/>) . Extrahendl - S 

igitur radicibus quadratis habebitur yf i±^i = _+2_? , 

& V '-=J^ - ^f^ 1 ; hinc 1 uc ' -^r^ 
+ ^ *^-^*<<±FL* - V _=J_X 

= *££L : Ateft-f = 1. l. - - _ 

j v £±-s£j + 1 v - • ty+HiZzftagfb. 

gol-'=3V '-±f&+ ^ 'J=^_»S_p_ . 
qu* rationalis fefla prstbet «quationem hanc quarti ordinis 
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oj* -f %ttuu + 4* 4 = 4^' + 364/** — 27*V#,fcU4f 

Ad curvam autcm per infinita pun<5ta conftruendam , expcdit 

Adhibcrc has formulas , t = f-^$ & * = Pri- 

mum autcm patct curvam habere diametrum in pofitionc abfcif- 
farum / litam , duobufque locis fieri * = o , ncmpc cafu/= o , 
quo fimul fit/ = o, & cafu / = «>, quo fit/ = £. Quod fi 
ponarur l> = , atque / = 3 c 4- r , orietur ifta arquatio (rr+uu) 1 
+ 8r(r l — jr* 1 ) 4- i8<v (r* 4-** ) — 2.7*** =0 qua? cum 
fit functio ipfarum rr +uu 8c r l — iruu, declarat curvamhanc 
habcrc trcs diamctros fcfc in initio abfciflarum harum r dccuf- 
(antcs. Gurva crgo quxfita triangulo arquilarero A B C ita erit 
infcriptibilis , ut conftct ex tribus ramis A D B , A E C & BFC 
intcr fe fimilibus & xqualibus , qui in punctis A, B. & Ccuf- 
pidcs forment acutiffimos. Ejus igitur diametri erunt tres rcc- 
tar< A I, BH & CG, fefe in centro trianguli O decuflantibus. 
Erit autcm A O = y , O F = c , & O I = ~ € , ita ut fit 
AI=| & FI = £ r = ^ OF. Hujus jam curvar quxcun- 
que portio ab c redis a b & bc parallclis ipfis A I & B I & arcu 
curvar a c comprehenfa , ita erit comparata, ut arcus ac inter omncs 
alios punda a & c jungcntes , & arqualem aream a b c continentes, 
in fluido fecundum dire-itionem ba mora minimam patiatur refif- 
tcntiam. Porro autem harc curva erit re&ificabihs , reperiturque 
arcus ADB = 7 a ex quo crit A D B : A I = '/ : | = 33 : 
27 , atque ADB: AB = ja : i8V3 = 16: ' 

£xemplum IX* 

■9« 49. btter omnes cnrvas A M aquales areas A P M includentes ; 
tnvcnire eam , qua fit ita comp/tr . ta , ut , fi perpetuo 4 centro circuli 
efculantis O ad appltcatam M P produllam ducatur ferpendtcularis 
O N ; turva 4 funclis N formata minimam comfrehendat aream, 

APN. 

Pofitis abfcjfla AP = x, & applicata PM =tj crit arca 

APM 
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APM=/)_'x, qux cft proprictas commnnis, ejufquc valor 
differentialis -= »*. dx. Dcindc, cum fit radius ofculi MO 

= — i*±»2l!2 , nct MN = — il±l£l & PN = 

~ f . cx °* uo arca APN crIt == — fidx 

— / dx, qua: dcbct eflc minima, cujus valor dif- 

fcrentialis eft = *,.( — dx + d. ~2 + J-dd. < 1 + tl \ } 

q dx qq 

unde ifta nafcitnr a-quatio »dx* = dxd. _£ + *y. _2L__J_> . 

q qq 

qux integrata dat nxdx = ~\td* 4. __+___ + £i.v. Iila 
vero eadem sequatio, per / multiplicata , dat ndxdy = 
dyd. U. + i±2i ; cujus inregrale eft _**___ r„\v 
_a 1 I 

. — —~+fd, ~~- «quationibus conjungcndis , 

otitmmxdy — nydx = ^ — r _V + UiZ + *__* =. 

--"7 — cdx + 2< * x dp 2 ^^ '' Ponatur * x — .=»/,& 
ny — c =__ erit </; =_= 8cdx = dt> axqucndp = 

— j — , - = -j- — » fcu 2 dt % -i-idtdit \ =ntdudd* 

tdu ttdt dt 

— nudtddu , pofito dt conftante. Sit u = //, erit dn^— 
sd/ -\- tds> 8c dd* = tdds + zdtdsi hifque fubftitutis 
prodibk ifta.arquatio : _ (1 + //) _V + + stdt x ds + 

a ( 1 — n^ttdtds* = nt % dsdds. Ponatur /=e frds , erit 

dt = e^ r ds rds> & dd/ = o = e rrds (rdds + «W/ 

+ rr_/ ) ; undc fit = — — r_V ; ex quibus 

tandcm cmergit 2 (1+//) r* ds + 4/r* _*/ + z ( 1 — «)r_ f / 

~ *-~—Hrd, % feu -il + (2 — «) r_V + 

Euleri <& A__x r> Min. C . 4/rV/ 
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A sr x ds+ir'ds + zr's x ds=o. Sit^v— £ , ficl 

Jr+ rrdv = a J +.; " ) * <l u * *q Uati ° inte g rati <> ncm ■* 
mittit, quotics eft » = ai(i — r) dcnotantc / numcrum ih- 
tcgrum quemcunque : ut fi fit n = 4 , fiet r = + 
l j ex qua rctrogrcdiendo conitru&io 

abfolvi potcrit.. 

E X E M P L U M X. 

50. Iw/rr cttrvas, in qttibts fxTdx euniem chtinet 

vtlorem-, invenire e*m in qud ftt fyTdx mtximttm vcl minimum , 
arj/ftwf T funclUne quacunjue tpfms p, i/4*/y& dT = Pdp. 

Ad formular fxTdx valorem dirferentialcm kivcnicndum; 
notandjm cft eflb d.xT = Tdx + x P dp , ex quo illius va- 
lor diffcrcntialis crit = — n,.d.xP. Ex altcra autcm for- 
mnla fy Tdx habetur d. j T = Tdj + j P dp , undc cjus 
vator dirTercnralis crit n r. ( T* 1 * — j P). ^ Quare , pro 
curva qu.vfita orictur ifla a-quatio nd xP —Tdx — d.jP. 
£ 00 fT dx = nxP +J P + Porro fi illa arquatio per / 
multiplicctnr, habcbitur npd.xP = Tdj — p d. jf ' = 
d. y T —jP.dp — pd.j P = d. jT — d.jPp. At eft 
pd.xP = Ppdx +pxdP+xPd p + Tdx — d.xT = 
d.xP p + T dx — <i.vT. Quaraobrem orictur </.jT — 

jP p = nd.xP p + »T-/x — nd.xT, hincquc fn Tdx 
= j T — j Pp — nxPp + nxT + c Quia vero, ex fu- 
periori integratione habcmus fnTdx = nnxP + njP+nb y 
crit , eliminando/* T dx , ifta aequatio *»x?'- + njP + 
| T — y P / — *xP p + nxT + c 3 feu j 

£rgO> 
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Ergo prodit tnndcm x= cf ( —^JI—— ^ atqucj = 

, r pi P C 

g J- ( f n P Ppp T nP l'p 

r i? 

nt J (r — 11 1> — rp)* 

EXEMPLUM XI. 

5 1 . Invenire ejtrvam , qu* , inter omnes alias intra eofdem terms- 
nos contentas , & eundem firmuU fxdx\/(i-|-pp) valorem con- 
tinentes , habeat fydxv^i+pp) maximum vel minimum. 

Excmplum hoc eft Cafus prjecedcntis , atquc ex iilo manat , 
ponendo T — v 7 ( 1 +-//) > cx quo cric P = j.^ ) 3 

dP — ^ . Porro vero crit T — nP — P/ 

Ji+PP? 

= jJT+pp)' i am ^og 3 " 5 » prodibic x = 
V* d P j 

c r=r^y v 1 1 +> , 3 & j — — — „, — ** 

tcgratione autem per logarithmos infticuta riet .... 

' "C Q + y/ C I 4- /> ) ) c . C 



V v f ' * ^ 'II ' I 

* v ■ r/ ( 1 + »» J 

, ii 4-(i + v , (i4-»>0)(/»-t-^(i+ /'/>); , 1 o, 
' »+(i-v(i+««))(/) + v/('+;f7) i ' ' 



" < +g /> v'( ' 4* P P )_ — » " nc 

(I + «»)' 



* (t+«»/i 1 — »/>_ , , , „„ 



; »+f' + ^'4-»»)Ky + Vft+^)) _ 

»+-(1 — y/( 1 + »»);(/» + V(i -t-/>/0) 
bus valoribus curva conftrui porerir pcr Jogarithmos. Genera- 
litcr autem , quamcunquc T fun&ioncm ip(ius / dcnoret, conf- 
tru&io femper per quadraturas abfolvi poteft. Carterum hoc 
Exemplum finc fubfidio prarcedcntis muJto difficflius folutu fuif- 

• £ c 2 fcti 
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fet ; non tam focile cnim pcrfpicerc licuhTct , quomodo a?qua« 

tio invcnta intcgrabilis rcdderetur quam in cafu gencrali. 

Propositio V. Problema. 

f 2. Inter omes curvas ud eundcm alfcifam = a reUtas , qu* 
eundim formuLt n = f[Z] dx vaUrem rtcipiunt\ invtnirt tdm . 
in tju.t fit f Z d x maxtmum vtl minimum ; txificntt Z funfliont fi- 
mutipfius n.itautfit dZ— Ldn+Mdx + Ndy + Pdp 
+ Qdq + &c.rf/^d[Z]=[M]dx+lN]dy+[P]dp 

+ [Q]dq + &c. 

S O L V T I O. 

Qjoniam cft </[*]= [M]</* + [*n<fj+ [P]^ + 
[ 0,1^9 + &c - crit formulaE/X Z] qua? hic quantitatem om- 
nibus curvis communcm rcprarfentat , valor difterentialis = 

n u dx .( [ N 3 — ^ + — &c. ) > qui ex Cafu pri- 

mo §. 7 Cap. prarced. fcquitur. At formula fZdx, maximum 
minimumvc 1 cxprimens , quia Z involvit formulam intcgralem 
n = /TZ] dx > pe«inet ad Cafum fccundum loci citati : ejuf- 
quc adco valor dirTcrentialis erit = n (.Y + [ N ] V — 

iSU-inn + "<«+I<3» r > _&c.), denotante T= 

H—fLdx, ubi Hcft quantitas detcrrainata, quat oritur fi in 
integrali /*Z</.v ponatur *=-*. Atque, ob hanc ipfam quan- 
titatem if , ifle valor differentialis a prarfcripta longitudine abf» 
cifl* x = j pcndct. Ex his igitur duobus valoribus difTercntia- 
libus ambarum fbrmularum propofitarum , quarum alcera propric- 
tatcm communem , altcra maximum minimumvc cxponit , fe~ 
cundum regulam datam, nafcitur a?quatio procurva fequcns : 

0 jrj— aiLtl + _ &c. + y + i»i tr 
_ iilgLH Q + __±J_— _&c.qu»,ob 
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H—fUx, tranfit in hanc o = N+(*+H — fLdx[N\ — 
J(P + (ct+H— fUx)\P)) , M(Q+(« + H — fU<)[Q ) 

— &C. 

Cum jam <* fit quantiras conflans arbitratia; etiamfi H fit 
quantitas conftans detcrminata , tamcn m + H fiet quantitas ar- 
bitraria : ideoquc non amplius a definita abfcifli longitudine * 
pcndet. Qiiarc fi, loco * + H y fcribamus C,habebimus pro 
curva qu_fita hanc asquationem : 

+ U(Q + (C—fLJ*)\ltf) _ te 

quc abfcifla cxhibet Curvam , quar , inter omnes alias cundcm 
formulae f[ Z] dx valorcm rccipientes , continebit fbrmular fzdx 
maximum minimumve valorem. Q. E. I. 

COHOLL I. 

53. Si igitur proprietas communis fuerit ca ipfa formula in- 
tegralis , quae in maximi minimive formuta implicatur ; tum 
conflderatio determinatac abfciflar magnitudinis ex calculo egre- 
ditur, & Curva invcnta pro quavis abfciila quarfito latistacict. 

C O R O L L. II. 

54; In hac arquatione inventa , dua? adhuc incrunt formu- 
la» integrales; primo nempe formula/X^*, ac dcinde fbrmu- 
la n =f[zidx , quae cum ca in Z contincatur, incrit in quan^ 
titatibus L, M,N,P &c. 

COROLL. IIL 

5 j. Si igitur harc intcgralia pcr dirTcrentiationem tollcrc Itf- 
bcat ; pervcnictur ad dirTcrcntialia binis gradibus altiora , fimu - 
quc cxibit conilans arbitraria C. Intcrim tamcn numcrus conf- 

C c 3 tarv- 
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tantium arbitrariarum unitate minor erit quam gradus ifle diffc- 
rerttialium ; eo quod intcgralcn = =/"[ Z]dx definitum obtinc- 
rc dcbet vilo^cm , eum ipfum fcilicet , quem in maximi minimi- 
yc rbrmula fZdx habct. 

COROLL. IV. 

5<?. H:nc igitur in acquatione invcnta , ob conftantem arbi- 
trariam C, potcftatc una plures incrunt conftantes, quam dif- 
tcrentialium gradus tndicat. Quarum una co dcterminabitur , 
ut valor formular communis n =f\_Z~\dx fiar pro curva in- 
•vcnra data? magnirudinis j rcliquar vcro pcr data pun&a veltan- 
gcntium pofitioncm daram dcterminabuntur. 

C O R O L JL. V. 

57. Si Z fuerit fundtio cum quantitatum x.jr./* f » &c. 
tum arcus curvx / : atquc inter omncs Curvas ifopcrimetras 
quarratur ca, in qua fit fZdx maximum vcl minimum; tum ficc 
n=±,=zflZ-]dx & [2] = i+//)> ita ut fit IMJ 
_ o>w _ 0)&[F] __L_. ^ 

C O R O L L. VI. 

v 5 8. Hoc igitur cafu , fi fuerit d jZ = L ds -f- Mdx + Ndy 
4- Pd/> -f- Qd<? ■+■ &c. habebitur pro Curva qua», inttr omncs 
.iioperimetras , habcat fZdx maximum vcl minimum , ifta arquatio : 

ku * + /*• - ,7^7 + f « vThF77) 

C o- 
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C O R O L L. VII. 

jp. Cum fit C quantitas arbitraria ; in generc notari convc- 
nit quod fi pro C accipiatur il!e formular fLdx valor, qucm 
inducit fi ponatur x = 4, tum prodituram elTc curvanV, qua? in- 
tcr omncs omnino curvas cidem abfciila? x = 4 rcfpondentes , 
habcat valorcm rormula: JZdx maximum vcl minimuni. 

S C H 0 L 1 0 N T. 

60. Cafus Coroll. tf, quia is ab Au&oribus porifllmum trac- 
tari eft folitus, pccuiiarem evolutioncm mcretur, ut cjus opc 
Problemara qna" forte occurrere que. nt, facilius & expcditius 
rcioli i polfint. Intcr omnes igitur Curvas ifoperimetras, fcu qua: 
candcm habcant lorgitudirem s~fdx>J '( t+pp) , quxrarur 
ca , in qua iit/Zdx maximum vel minlmum, cxiftcnte Zfunc- 
tione cum quantitatum dcfinitarum x, y , p y q &c. tum arcus 
cunar /; ita ut ix d Z — Lds Md x -\-Ndp -\-?dp-\- &c. 
Pro cuna hac proprictatc gaudcntc jaminventa elWixc arquatio : 

Ax ^(i+pp) dx dx % n 1 

dcm , in hoc latinimo ienfu nec intcgrari ncc ad fimpliciorcm 
formam fe reduci j aritur. At cafus notaflc juvabit, quibuseam 
irtcgrarc licebir. Ac primo quidcm fi fit N = 0 fpontc jro- 
dit ifta pro rurva .rquatio:. 

^ + ^fi 4 7 7 - ~ — P +¥ — jam fcmcl hvo 

V ( 1 + PP) dx ' 

grata. Scundo ponamus cfle M = o i atquc arquatio per 
pdx — dy multiplicata abibit in hanc 

r'***^ - ** 

quam fi add.uut Lds —Ldx \f (x+pp^ — dz — Ndy — ■ 
Pdp — QJf&c.i integrationcuiftkutaprodibit/(L</x^( !+/>/>> 

Priu* 
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Prius vero mcmbrura fi cvolvatur, tranfit mf^Ldx ^ (i + pp) 

(C ffJ SpJf _ Lppdx v r( Ldx ( C—fUxf Jp y. 

cujus imcgralc cft ^(i+p^pj ' Qi ,are > ca * u <I uo M~o % 

habcbltur i«a arquatio jj^+pj) = A — z + F ? + Qj — 

Z-i-. Sin autcm tcrtio fuerit tam M— o quam N= o , ha- 

bcbitur primum, ob tf = o, hxc arquatio : A+ ' y^i+fjp/ 

=* — P -f- j? ; qur, multiplicata pcr dp-— ydx, abit in 

hanc A dp + L c -~ fr '? x '> \*? ^—.pdp + Qdq. Cum au- 
tem AWZ = + pp) + P dp + QJ ? , habebitur 

,z + ^,_LW(.4^> + ( ^£^ = 
H-l^f; qu* integrata dabit , Z+B + Ap + (C — fLdx} 

At ex priorc arquatione eft C — fLdx = — ^ * ■ ^**"^ 

conjungen- 

dis clicitur : — 5^ = — Pdx — Ppdy + dQ^ 

+ fP d Q — Qf^f i ' n °» ua non amplius » nc ^ formula inte- 
g-alis /Ldx. Ufum igitur horum cafuum in Exemplis monftra- 

bimus. 

J&XEMPLUM I. 

6t. frter tmnes curvas ifoperimetras ; dcfinire edm , [in qud fit 

f s n d x mdxinmm vtl minimum , dtnotdntt s dbf 
cijfd x rejpendcntcm, 

Quo- 



i 
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Qyoniam proprictas communis longittidincm arcus s-= fdx 
V (* + PP^ rcfpicit, atquc in maximi minimivc formula 

y s " dx incft ipfe arcus, folutio pcrtincbit ad Cafum in Scholio 

pertraclatum, Comparata ergo formula fs"dx cum gcnerali 

fZdx t fiet Z=," & dZ=r~. «/'""^^hincquc L = 

n s" *, = 0, N = o, P =o&c. Quare ex Scholii 
Cafu ultimo , quo pofueramus M— o & N=o, habcbitur 

ifta arquatio Adx — Bdy = Zdy = s"dy, cx qua ori- 

tur Adx = dy ( B + ) & +A*dy> =A*ds* 

= ^/(^ + (fl+j" )* )ideoquc</ = ^ 

atquc ,rfx = (Bj£±2Ai — , UI1 dc Curva; conftrudtio 

vc^+cm-/ n y ) 

perfid potcrit. Vel pofito dy=zfdx> crit /" = ^—^i 
atquc / = $ A ~ Bf i cx quo fiet ds=dx^( 1 +/^) =5 

— — — ~~ ^. . M • Atquc hinc pcr /> coordinat* 

" t 

curvar x & * ita dctcrminabuntur , ut fit x = — — - 

Vidcntur hic quidem quatuor conftantes, dua: fcilicct nova: , 
prarter A & fl, ingrcdi, ob dupliccm integrationcm 7 & r. 

At cum pofito x = o , fimul arcus curva? / = y' * 

cvanefcerc dcbeat ; hinc vicilfim conftans in intcgratione ipfius x 
orta definictur. Nimirum fi n fuerit numerus affirmativus , ar- 
Euleri De M*x. & Mm. D d cus 
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cus , evancfcit, pofito f *mk ; ex quo valor ipfius x hadc- 

terminari dcbct, ut pofico/> = fiat = o. 

Quod fi ponatur n — i ; habcbitur cx priorc conftruftio- 

n, t ; m v * — ( B ±'2lL ; idcoqUC X = Vf^. 

nc.ftatmWx — Tfr' + CB + O 1 V 1 r 4 ff „ , 
+ £' + :B, + /<) — V(^+B l ),fcu pofitoB— *. 

= erIt vf^jj- *2i 

Ex poftcriorc, autem condruendi modo , ontur x — 
, r *P _A*(i+PP) + *, fcu (x — 0/-== 

, , . _c — 12 Ouarc cum 

f V ( i +/>/) i hincquc/= - /((v ^W) ~~ ^ 

j^f ^—Zs— o 5 curva ratisfaciens eric Catc " 

naria. 

E X E M P L U M I I. 

6*. W «™« qjtySfe» longitudims , eam dctermind- 

n, tn *>u* fit fSdx maxirnum vclminimum, cxificnte 5 funtlit- 
ne quacunqnc arcus s. 

Quia proprietas communis arcu s —fd x / ( i +/>/) con- 
tinetur j folutio cx Scholio peti poterit. Scilicct cumta Z-_ 
J?=functioni ipfius/,crit Lds=dS, kcM — A — t 
&c __ 0 . Qyarc, pcr tcrtium Scholii Cafum, habeb.tur pro 
curva quarfita ifta a-quatio Adx — Bdj = Sdi , & Adx — 
djiB + Sy Hincergo tfo A* dx* +AUf=* Akds mx 

WA>+&+V)*>=f jj& + ' auterfl 

abfchTa x - f ^tpB+S^ | «* «* v * conftruftio al> 
folvi poterit. 

Ponamus dfc.J = ri pofitoquc//=/rfx, ent — - 



31/ A X. £ T M I uV. R £ L J T 1 V A. ail 
r=J, & ^M^ZZAil __, u Z=M y ' ' ±£- , hincquc 
, AAp . ^ 

Componcndo vcro fict — * — -- ^ t , & inrc- 
grando^x — By = Al l±Mj ±JlX + C , feu 
jjbdL±l^) = c Ux — By — C) '■ J ; Cum aurcm , 
fo&o *=o, cvancfccrc dcbeat x y atquc ob ' — - — £ = , 
fafto .r = o . fiat / = , per inrcgrauoncs efficicndum 
cft, ut fa&o/ = fiat x = o. 

EXEWPLUM III. 

53. /*/<r curvus ejufdem longitudinis , dctermtnure e*m 

in qud ftt fsydx maximum vel mimmum , denoume s *rr*» 

Solutio hujus QuafUonis itcrum pctcnda eft ex Scholio; crit 
namque Z—sy & dZ = yds + sdy , ex quo fit L —y , 
M=o & N=s, rcliquat litrcrx F, Q^, &c. evanefcenr. 
Cum igitur fit 3/ = o , Cafus Scholii fecundus hanc fuppcdi- 

tabit folutioncm : — A — ys t immcdiatc vcro pro- 
j; r .j (C—fyAx) f . , (C—fydx),!? Jjix 

dtc _ * v<«+,y> - o +>>>*■ v « +^ 

Qiiarc , cum fit C — /) dx=As!(\ +// ) — jVfx +//) , 
erh sdx= Aif ~\ f ^- y ' ly ^sd* + s,dy+ysdp+ 

ydy= Adp. Sin autcm lubuerit arcum / eliminare , habebitur 

... . A (C—fydx) (C—fydx)d t 

• cx b,ms xquattombus, ,= y -JT^f*) 

Dd » — : 
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yj ■> hincquc^— 1 + , yp j X ^(C~fydx) 

( + v x ). In utroquc autcm cafu dih> 

cilc eft ad arquationem ad curvam conftruendum accommoda- 
um pertingcrc. 

EXEMPLUM IV. 

64. htter omites cnrvas eandem sream n — fydx centwtnus , 
W^/w/r mm , w ?«f // f d »V(i +po) fnfxinwiH vel minimum. 



Si hanc QiKrftionem cum Solurionc gcncrali comparcmus , 
habebimus J\_Z~\dx=fjdx- t hincquc [z]=j, &[#] — 1; 
rcliquis litteris[ A/] [P] [Q], &c. cvancfi entibus. Porrocrit 

.unde erit L = — _1±_> , M=o,y=o, & i> _ 

n 

nVT^+777 Q uocirca P ro curva qu^fi^ 1 fcqucns emerget 
zquatio : 

o _ c + / p-— — Tx d. n 

Multiplicctur harc arquatio per dy =pdx> erit o — Cdj 
+V-^* ± --M ^-v^^^uxintegratadabit: 

^ , + _ I±— > . Hinc itaque iftam obtincbi- 

mus arquationem 0 = <B + Cj+j/ — h gy^T+ff) 5 

a qua fi prior per ,y multiplicata fubtrahatur , erit 
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o_ iSdx + -——-. ) + ___ :a — p——, , 

cx qua aequationc fi dcnuo n-=fjdx cxrenninarc velimus , 
prodiret a?quatio differcntialis tcrtii ordinis , ex qua muko mi- 
nus quicquam ad Curvara cognofcendam dcduci poflet. 

SCHOLIOH II. 

65. Qtisnquam, in hac Propofitionc pofuimus [2] cflc func- 
tionem dcterminatam quantitatum x, j, p, q , &c. tamenMc- 
thodus folvcrdi patct , fi harc ipfa quantitas [ Z] fuerit funcYro 
indcfinita formulas irtegralcs in fc compleclcns. ronamus cnira 
in formula n -=/£ ZJ , qua? omnibus curvis dcbct eflc 
communis , cflc 

d[Z) = lL]dir+[M]dx + [N)dj+[P]Jp+lQ]d<i + &c. 
exiflrente *■ =r- f[z]dx , &' 

'1*1 =["•]'« + [*]<; + !>: d t + It l*f + &<* 

Miximum minimurave autcm cfle oporterc formulam fZdx t 
exiftcnte : dZ — Ldn + Mdx + Ndj + Pdp + &c. 
Jam formula f[_Z~\dx continetur in Cafu fecundo §. 7 Cap. 
prarc: inde ergo fi capiatur integralc /T-IO^xejufque valorrcf- 
pondens abftiflar * = *, ad quam folutio dcbct accommoda- 
ri , ponatur = [H] , atquc [ H] | — f[L] dx osa [ V\ ; ha- 
bcbitur formula? f[Z]dx valor differcntialis = nr.^([V] 

+ wcn - WflffUflJ + 4ilJ^i+u nnj 

— &c. )» Dcindc vcro raaximi minimive formuhfZdx con- 
tinctur in Cafu tcrtio loci citati ; ad cjufquc valorcm differcntia- 
lem inveniendum , ponatur formulae / Ldx valor abfcuTx x = *• 
rcfpondens = H , ac H — fLdx = V. Jam capiatur intcgralc 
f[L]Vdx — Hf\L]dx — f[L\dxfLdx fitque, pofito 
x—d, valor tormular /*[ L ] dx/Ldx = K, codem auttrro 
cafu formulse fi.L\dx valor cft = \H) , cx quo forrmi'* 
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f\ L ] Vdx, cafu x — a, valor erit — HH) — K,8c vocctur 
H>II] — K— llf\L-\dx+f\L}dx fLdx fV,iu ut 
(\t IV^H[V] — K -t-f[L]dxfl,dx, crirquc fbrmulx 
propoiitae valor ditfcrenrialis — n dx {N -\-[_N~]V + 

L J J x 

& c . ). Quod fi jatn ad hunc valorcm differcntialem adda- 

tur prarcedens pcr quantitatem conftantem arbitrariam * multi- 
plicatus , fumtnaquc ponatur = o , prodibit .xquatio pro cur- 
va qiurfita hxc : 

o^AT-H [^]f« + n + W(4n + W) — 
d{P + [P](*+^)-r-C/>](*C^] + + 25- 

^(d+ ccuc- + r> 1 1?) 9 <<n &C \ E £ 

vero hic « 4- V = * + — fLdx; unde fi ponatur « 4- « 
= C , crit C confians irbitraria, & « + P — C — fLdx, 
atque «[^J+W=CCW] — K Cf[L]dx +RL]dx 
fLdx. Hoc igitur pa&o, pcrvcnicrur ad curvam qua-fitam , 
in cujus sequatione, quia ob [fl] & * adhuc incft conftansda- 
ta ca quxfito fatisfacict tantum pro propofita abfcifla x=a. 
Quod fi autcm formularum ambarum altcra ad Cafum 4 , al- 
tera ad Cafum 5 pertincat, tum iterum confiderario datar abf- 
cifli a cx calculo egrcditur , cadetnque curva pro omni abfcifTa 
fstisfccfcf , i<l q«od unico fcqucnti Exemplo declarafle fujfi- 
tier. 

ExemplumV. 



66. Ltter omnts cttrvas cidcm ahfctfa refpondcntcs , f*4 cundcm 

ftrmuU v valorcm rccipumf, tnvcmrc cam . tnquaftt 1 — 

maximum vcl mimmum, cxiftcntc dv^gdx + Wdxy^i+pp) 
cr W funcltone quacunqut ifftus v. 

Solutio huju5 Quarftionis cxhibcbic curvam fupcr qua corpus 

oVfccn- 
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defccndcns a gravitatc uniformi £ deorfum , in dire&ionc. abfcik 
farum follicitatum in mcdio quocunquc refiftcntc cclcrrimc dc- 
Jabitur , inter omnes alias curvas fuper quibus delccndcrdo 
candcm acquirit celeritarcm. Eft cnim \/ v cclcriras corporis 
in quocunque curvar pundo , & IV cxprimit rcJiftcnti.~m mcdii. 
Qtiod nunc primum ad proprictatcm communcm v = 
fdx(g+lV<J( i + ^/))> ponamuscfTc dW~Udv, arquc 
hxc fbrmula ad Cafum quartum pcrtinebit ; crit namquc n 
v,. Sc z=g+W*j\ i +ft),acdz=Udv ✓ (!+/>/>) 

+ ^fr+^) ; undc crIt L=== Wfi +#), 3/=o, n=o, 

& P = — ■ ^ Sumatur crgo intcgrale +#\ 

firque, cafu quo ponitur . Z 1 "* " C 1 + " } = , 

ac ponatar V —He —f uJ * * C > +/>/0 Ex h!s crit formn . 

1* v valor dif&rentialis = n».^(-^, vT^+TF) } 

= — n». Porro maximi minimive formula 

f dxV( J* p ti pcninebit ad Cafumquimum , eritquc Z =s 

✓ t/ ' »W» V"(l+?/>) 

idcoqucn = t/, &,L=— 1 ° s Af=o, tf=o, 

& p== ^T(^+#)' Dcindc vcro ' OD v=z f dx (z + 

»V( I +/>/)), crit [ Z] i+//) Z] = 

V'vytt+#) + -^i^-^unde [L)j- IVO+tf), 
[M]= o, CW==o.j &[?] = jjlfa • Ponatur, fi 

poftmtegmionemfiat*^^ = K t 

fitqce- 
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fitquc - ( *+/« " zvy/v J * 

atquc erit formulx / ' «' ( /, + " } valor ^cmlalls = 

j W IL_ > Ex his duobus valoribus diffcrcntialibus invcntis 

^V< i + /•/>; 

r r • V 

nafcitur pro curva quxftta fequens xquatio . o = * d. v ^ ( ^ 

ponatur « tf+ = C, crit C conftans arbitratia , atque quan- 
titas definita * omnino cx xquationc cvancfcct ; ideoque cur- 
va quxfita delideratam proprictatcm pro quavis abfciffa poffi- 
dcbit. Pro curva quxfita habebitur erg« ifta xquatio : 

* ^ Wf W<lv J 

B ___y ( _-____) » , , BL r ^xC i+tt) 

_ ^v/r. + ^) _^/(. +/>;) Cum autcrfl f lt *b 

f/ \, v 2v / v 

__^. V 4_ Wdxyj^ i +//), habcbimus faSa fubftitutionc , 

hanc xquationcm -—^—^ 2 *f~ Vv + 

£l£__ V ( i + __) five iftam 1AIZAL, — + 

_r_T __« igBUpdxJti+pp}. Multiplicetur hxc xqua- 

fio rer dv , & tn primo tcrmino loco afv fcribatur _ * + 

W d X 
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Wdx /fi+^), ac dW loco Vdv t quo rafto, habebitur 

■#£r -* , ^ divi& per,- ft in . 

tcgralis i eritquc a?quatio integrata ha:c , 2 C — — = 
2 gB\f(i+pp) _ 2g fi w /t(i +#) —gp _ 

d xV ( 1 4 ^1' ^ nc,e IMU " tur *qu«»o a refiftentia W libera 

h*c ) (Cp—B)dv^ g Cpdx+ g Bp?dx— @ dx <( r \+rr ) 

Cum autem W fit fundtio ipfius v data , ope arquationis W<Jv 

_ Ol2Ll±d2rZJ£ 9 dabitur / per v; qui valor fi in 

prarccdente arquatione fubftituatur , dabitur dx per v & dv ; 
hincque curva qua-fita poterit conftrui. 

Propositio VI. Problema. 



67. l»ter «mnes curvds frtprtetdtt ctmmuui A prdditds , de- 
termindre cdm, mqud fit funtfit audcun^ue , eum ipftus illitts exfref- 
fitnit A , ttim altus cujufcunque fe , nutximum vcl 



S 9 L U T 1 0. 

Sit dA valor differentiaiis exprcffionis /tf,atquc 4f*B valor dif- 
ferentialis expreflionis B j habebit funclionis illius ipfarum A & 
B , quam maximum minimumve efle oportet, valor difTcremialis 
hujufmodi formam xdA + ZdBi in qua conftanrcs * & 6 a 
ratione compofitionis qua expreffiones A Sc B in illa funclionc 
inter fe pcrmifc ntur pendcnt i ita ut valores obtincant dcter- 
minatos ab abfciflx quantitatc , cui folutioncm accomodatam 
efll* oporter pendentcs. Quoniam vcro exprcflionis A, qua? 
proprictatem communem complc&itur , valor diffcrenrialis cft 

Eulcri dcMdx.&Min. Ee dAi 



2 p8 vemethodo 

Prins vcro membrum fi evolvatur, tranfitin JXJLdx^^i +pp) 

(C—ffJx)pJf Lfpdx ._ n Ldx (C—fUx)pJp 

cujus imcgrale cft Quarc,cafu quo M—o, 

habcbitur ifta xquatio = Z+ Pp + Qjj — 

Sin autem tertio fuerit tam M— o quam N— o , ha- 

bcbitur primum, ob tf= o , hxc srquatio : A + ^\~^TfJ) 

=* — P -f- j^ ; qux, multiplicata pcr dp — adx, abit in 

hanc Adp+ <c ~~ rr ^ x) f = — P^> + Cum au- 
tem fit = Ldxy/li + pp) + Pdp + QJa t habcbitur 

+ QJli qu» inu-graradabit, Z + B+Af + (C— fhix~) 

At cx priorc arquatione cft C — /Ldx== — - ^v ( 1 +LJLZJ 
_ Htt+tf, + cx quibus conjungcn . 

dis clicitur : — 5^ = Zdy — Pdx — Ppdy + dQ^ 

+ PpdQ — Qpdp i in qua non amplius incft formula inte- 
g-alis fLdx. Ufura igitur horum cafuum in Exemplis monftra- 

biinus. 

Ex£MPLUM l 

6U Intcr tmncs cnrvas ifoperimttrds ; defnirc eam , J«* qmdfa 

f s n d x maximum vtl mmmum , dcnotuntc % mum curva dtfi 
fiffk X rejpondentcm. 

Quo- 
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Quoniam proprictas communis longitudincm arcus/ = /7v 
V(x+//) rcfpicit. atquc in maximi minimivc fbrmula 

ys " dx incft ipfe arcus, folutio pcrtincbit ad Cafum in Scholio 

pertraAatum, Comparata ergo formula fs " dx cum gcnerali 

fZdx y fiet Z= s" & dZ=ns" 1 ds; hincquc L = 

n s"~~\ M = o,tf=o, P=o&c. Quare ex Scholii 
Cafu ultimo , quo pofueramus A/= o & N=o, habcbitur 

ifta arquatio Adx — Bdy = Zdy = s"dy> cx quaori- 

tur Adx = dy (U + /" ) & A x dx x + A x dy x = A x d r 

= df {A x + {B-\- s n y )idcoquc<? = ^Jl 

v^+OH-/'; 1 ) 

( B + f*i //x 

atquc dx— • — v — - J ; undc Curvae conftru&io 

}/(A x + (B+; '? ) 

perfici potcrit. Vel poftto d^-^pdx, crit /" = dZli'. 
atquc /= $ A ~~ Bp '• cx quo fiet ds = dx / ( 1 +//>) = 

— — — *T lf ly m • Atquc hinc pcr p coordinatat 

nf 

curvar x & j ita dctcrminabuntur , ut lit a- ~ — -^- 
Jp(A — B ,) ( '-" ): " & _ A ip(A — Ep f x -** 

Vidcntur hic quidcm quatuor conftantes, dux fcilicct novx , 
prarter A & 2? , ingrcdi , ob dupliccm intcgrationcm ) & x. 

At cum pofito x = o , fimul arcus curva? / = y — — - 

cvancfcerc debeat ; hinc vicilfim conftans in intcgratione ipfius x 
orta definictur. Nimirum fi n fucrit numcrus affirmativus , ar- 
Eulcri De Max. & Mm. D d cus 
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ais s evancfcit , pofito ; = y ; cx quo valor ipfius x itadc- 

tcrminari dcbet, ut pofiro/> = — fiat = o. 

Quod fi ponatur » = i ; habcbitur cx priorc conftru&io- 

„ A ir ; m j*— C B+t)ds ideoque x=Vf^' 

nc.ftatinWx— r «i tocoq 

+ B» + jB/+«) _ +J3*),feu pofitofl=*. 

& ^(^» + B* ) = r, crit x + ^Vf^f 

Ex poftcriore, autem conftruendi modo , oritur x — 

aT—J*. -~j£il±12} + *, fcu (x — = 

r v'C i +/>/) i hincque,== ^^=7) = ^ uarC 0,01 

fe , ^/ ^^^.^) 8 curva fatisfaciens erit CatC " 
naria. 

E X E M P L U M II. 

61. Inter omnes curvas ejufdem longitudinis , eam determimt- 
rc y tn f*4 fit fSdx maximum vrf mintmum , exijhme S funfti»- 
nc quacunque arcus s. 

Quia proprictas communis arcu / —fdx / ( i +//) con- 
tinctur ; folutio ex Scholio peti potcrit. Scilicct cumfir Z—- 
£=functiom ipfius/,crit Lds=dS, & M— N — - r — 
&c. == o. Quarc, pcr tcrtium Scholii Cafum, habebitur pro 
curva quarfita ifta a-quatio Adx — Bdj^=Sdj, & Adn — 
djCB + S).. Hfnc crgo t&4*dx* + A*dj* = A*ds* = 

abfciffa x = * undc curV * COnftrudi ° ab > 

folvi potcrit. ^ 
Ponamus tfciS=**U pofitoqucV;=/^x, crit — — 
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=« i & e ds~ ——^ ~ , hincque 

dx~ —, A i t-, & d-i — — djl 

(A—-U P )pv(i+pp) J (A Bp)<d( i+ppV 

Componcndo vcro ficc dx — ^4*^ -■ ~ -f - — : , & inre- 
r A p\'(\+pp)' 

grando* Ax — By — A l 1 + ^ O + > ■ + C, Jeu 

■ + v(* + />/>) ,C^x — By — C):A n 

' T ^ = » Cum autem , 

fa&o /=o, evancfccrc dcbcat v, ntquc ob A B ? == e s ; 

P 

faclo/ = o. fiat/ = JT+~t ' ^ cr mtc S rai * oncs cflfcicndunai 
cft, ut fadto/ = fiat * = o. 

E x e m P L u M III. 

6*3. J»/<rr ow*<r/ c*n*/ ejufdem longitudinis , determtnure eam 
i* qua ftt fsydx maximum vel mtntmum , denotame s «rou» 

Solutio hujus Quarftionis itcrum petenda cft ex Scholio ; erlt 
namquc Z ~sy & dz~yds + sdy , ex quo fit L ~y , 
M=Q^ 8c N~s, rcliquae litrerar P, &c. cvanefcenr. 
Cum igitur fit M = o , Cafus Scholii fecundus hanc fuppcdi- 

tabit folutioncm : —-JJJ^ z=A — y s j immediatc vcro pro- 

dlt rdr~ 4 (C—fy Jx )p_ (C'—fyJx)dB ypdx 

Quarc, cum fit C—fydx —A</( 1 +//) — y S} /(i +pp) 3 

cric sdx~ Ai '—?; d J t-y' l > i ksLsdx+spdj+jsdp+ 

ydy —Adp. Sin autcm lubuerit arcum s eliminarc , habebitur 
• cx binis xquationibus, s— — ~ (C""W _ (c~fjJx)jp 

Dd » . " — 
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V(i+Pf) 4 > T VU+M) " 
/ d ? 1 /* — - \ In utroque autem cafu diffi- 

cilc eft ad xquationem ad curvam conftruendura accommoda- 
um pcrtingcrc. 

EXEMPLUM IV. 

6+ frttr omnes cnrvas eandem sresm n = fy dx ecntinemes % 
defnire um , q** fit f dx V0 4-pp) Vf / 

Si hanc Qtixttionem cum Solutionc gcncrali comparcmus , 
habcbimus /|_ Z ] =/) ^ ; hincquc [Z] =j , & [tf] — 
rcUquis litteris [iWQ [P] [Q], &c. cvanefoentibus. Porroerit 

.undc akl = ^ <l p f \ M^cN^o, &f> = 

. P . Quocirca pro curva quarfita fequcns emergct 

zquatio : 

r , r i^LLl±lL} L j .__£ 

o=C + / dx *• n ^i + pp)' 

Multiplicetur hxc xquatio per<<; =pdx } erit o = Cdj 

Q = B +Cj + jf^^ ~f'Jl<l*±**l 



+ r til ^B + Cj +J/ J -^ 1} P*> 

. tl + v ( l +n\ Hinc itaquc iftam obtincbi- 

mus xquationcm o = B + Lj + jf -1 + nui+ff) * 

aqua fi prior pcr j multiplicata fubtrahatur, crit 
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o = B 4 1 — 4- d. — . , / , — ,,feu 

0 = BJx + u7U+m + ^^7« ~ H^r+F/) ' 

ex qna aequationc fi denuo n—fjdx cxrcrminarc velimus > 
prodiret a?quario differcntialis tertii ordinis , cx qua muho mi- 
nus quicquam ad Curvam cognofcendam dcduci pofTct. 

S C H 0 L I 0 N II 

6 5. Qnanquam , in hac Propofitione pofuimus [2] ciTe func- 
tionem determinatam quantitatvim x, j , p, 7, &c. tamenMc- 
thodus folvcrdi pattt , fi hax ipfa quantitas [Zjfuerit funflio 
indcfinirn rbrmulas irtcgralcs in fe compleclcns. Ponamus cnim 
in formula n=/[2]^x, qua? omnibus curvis dcbct efii: 
communis, elTe 

diZ)=[L]d^+[M]dx + [N)dj+[P]dp+[Q]d^ + ^c. 

exiflcntc -x =— f[z,)dx, & 
rf[ e ] ==[ m -\dx + l*]dj + [sl dp + l4~\di+&c. 

Maximum minimumve autcm ciTe oporrerc formulam fZdx t 
cxiftcnte : dZ = Ldn + Mdx + Ndj + Pdp + &c. 
Jam formuh f\_ Z~\ dx continetur in Cafu fccundo §. 7 Cap. 
pra*c : inde ergo fi capiatur intcgralc f[L")dxe')\i(c[ue valorref- 
pondens abftilTr x= * , ad quam folutio dcbct accommoda- 
ri , ponatur = [H) y atquc [H] — f[L) dx = [V); ha- 
bcbitur formulae f[Z)dx valor differcntialis = n v. dx ( [ N ] 

+ — HLIL+Wm) + ^(C^-tCyULQ}' 

— &c. \ Dcindc vcro maximi minimivc jfbrmula fZdx con- 
tinctur in Cafu tcrtio loci citati j ad cjufquc valorem differcntia- 
lem invcniendum, ponatur formula? /Ldx valor abfciflx x = *•■ 
refpondens = H , ac H — fLdx = V. Jam capiatur integ-ale 
f[L]Vdx = Hf[L]dx — [[L^dxfLdx fitque, pofiro 
x=*, valor tormula:/[ L] dx/Ldx = JT, codem autem 
cafu formula; fiLldx valor cft = ftf] > cx quo firnmi* 

Dd y f[Ll 
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f[Ll Vdx y cafu x = a, valor erit — H H) — A\ & voccrur 
H H] — K— Hni^dt+flL^Jx fhdx fY y ita ut 
iic W*y=sH\V\ — K+flL]dxfLdx, critquc fbrmula? 
pi opofitx /z</x valor dincrcnrialis = n r. «V* ( V 4- [ N~] V -f 

& c . ). Quod fi jam ad hunc valorcm difrercnrialcm adda- 

tur pra-ccdcns pcr quantitatem conftantem arbitrariam * multi- 
plicatus , fummaquc ponatur = o , prodibit squatio pro cur- 
va qu.tfita hac : 

o = tf+ [tfK* + f ) + [«] («in + W) — — • 

d (P + [/>](- +F) + [/](•[*'] + W) + 

"co+ [<*.i c«+ *o + m t*m + f ) — E £ 

vero hic « 4- ^ = * 4- H — /L dx ; undc fi ponatur « + « 
i — Q crit C conftans irbitraria, & * -\-V — C — fLdx, 
atquc • C VI + ^= C [ H] — A — CflL]dx +/lL]dx 
fL dx. Hoc igitur pa&o , pervcnictur ad curvam quarfitarn , 
in cujus arquatione, quia ob [H] & tfadhuc incft conftansda- 
ta a, ca qurfito latisfacict tantum pro propofita abfciila x=a. 
Quod fi autcm formularum ambarum altcra ad Cafum 4 , al- 
tera ad Cafum 5 pertincat, tum itcrum confidcratio datar abf- 
cilfjf a cx calculo egrcditur , cademquc curva pro omni abfcuTa 
faisiicict , id quod unico fcqucnti Excmplo declaraflc fuifi- 
cicr. 

ExemplumV. 

66. Uter omnts curvas eidcm abfctffa reffondcntes , fMm eundcm 

firmula v valorem rectptttnti invemrc eam.mquaftt l — 

maximum vetminimum, exiftcntc dv^gdx + Wdx^O+PP) 
& V funclione quacunque ifftus v. 

Soiutio huju* Qusftionis exhibcbk curvam fupcr qua corpus 

oVfccn- 
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defccndcns a gravitate uniformi g deorfum , in dIre£tione. abfcif- 
farum follicitatum in mcdio quocunque rcfifrcnte cclcrrimc dc- 
Jabitur , inter omnes alias curvas fuper quibus defcendcrdo 
candem acquirit ccleritatem. Eft enim y/ v cclcriras corporis 
in qtiocunquc curvar pundlo , & W exprimit rclifteminm rrcdii. 
Qriod nunc primum ad proprictatem communcm v = 
fdx (g+W <J( t + //))i ponamuscffc dW ==Udv, arqnc 
hxc fbrmula ad Cafum quartum pcrtinebit ; crit namquc n = 
v. & z==g+WV( J -hffi),acdz=Udv /(!+//) 

+ J$^ n) ! « nde crit L = W(i +//), M=o, W= 0j 

Sumatur crgo intcgrale fUdx\/(i +//> 

v ( i -t-pp) 

fitquc, cafu quo x=d ponitur, e^ Udx * ( 1 **" M ' = # , 

ac ponator = Zfr ~~ *' ( 1 Ex his erit formn- 

la? v valor difrcrentialis = n r. </x ( — </. . , N ) 

v ix ✓ ( i + /p ) 

= — n». </. w n Porro maximi mmimive formula 

fi*±(jj±_£t> pcrtinebit ad Gafum quimum , critquc Z = 

idcoqucn = *, & L = — V( 1 + ; Af=o, 2v*=:o, 

& * = v /^(f+>>t>y Deindc vcr0 > OD v = f* x ( & + 

WCi +//)), crit [^3=^+^(1 +//),&</[ 2]-= 

c^vn +//) + ^+£ r r undc [ L i= ^(1+//), . 

[M]=o,[y]=:o J & [f]= 7 ^ ) . Ponatur, fi 

poftintegrat^ = JT, 

iltqte. 
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fitque « f A+A 1 aW* ' — ' 

arquc crit formulat / d ^iS±±JJJ valor diifercntiaHs = 

*' • c 77c * c ✓ *(«+»> + ^('W 1 *"<«+») 

i WTp v £ ^ jyoijuj valoribus diftcrcntialibus invcntis 

^V( i + /•/>; ' 

nafcitur pro curva quarfita fcquens iquatio , o — * d. ^ ( x -^— ^ 

v' ( t +/ f ) 

(« H+K+fc l£|iL+£«). Quodfiergo 

ponatur « H+K = C, erit C conftans arbitraria , atque quan- 
titas dcfinita * omnino ex sequationc evanefcct > ideoque cur- 
va qujefita dcfideratam proprietatem pro quavis abfcifla pofli- 
dcbit. Pro curva quarfita habebitur erg« ifta aequatio : 
fUdxJ(i+ff) ( B_£Jj_+_ii) i x _ r + 

fUdx/O+pp WCi±_- & d aF cre ntiando T^f^ 
g£W( i+^p) . , Jw_ Bgjae(j±a) 

_ lMr/ft+^) = JW( -L- +££) >t a|Jtem ft 

= g dx+ Wdxy/^i+pp), habcbimus fadta fubftitutione , 

, . BAp gdx , j( Udx 

hanc «quauoncm Wf% ^ +pp ) ^= ^ Wv>lv + 

iBUdx V ( i +pp) f ift 1AE±L — £JL£A*. + 
W % p ' C /(i+ff) v y/ v 

i£j*££* — 2 g B Uj> dx v 7 ( i +// ). Multiplicctur ha?c arqua- 

tio per dvy & ln primo tcrmino loco dv fcribatur g d x + 

Wdx 
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Wdx /f i+pp) t ac i oco Udv, quo fe&o, habebitur 

IJ^T ~ UB£ii^.(l±££.) s qu;c divi(i pcr/ & in- 
tcgralis j critquc equatio integrata hacc, z C — - B = 

iVp W V v* C r Cp >l v —~B~Tv 

d *V ( i 4 ^1* ^ n( * e na ^ c * tur *°, ua *io a refiftentia libcra 

ha:c,(C> — B)dv=gCtdx+ i Bpfdx— ® dx 'y+rp ) 

Cum autem W fit fun&io ipfius v data , ope arquationis W\jv 

= S±±iLL±nlzZIl , dabitur , per qui valor fi in 

prxccdente «quatione fubftituatur , dabitur dx per v & dv i 
hincque curva qu*fita poterit conftrui. 

Propositio VI. Problema. 

67. Inter omues curvus frofrtetdte commuui A frdditds , de- 
termtrurt c*m, i*fjid Jit fu*8i* audcuuque^ cum iffius illius exfref- 

^fiQJW y S$tft& 4illi4S ir HJ Hj L li/}£^HC J$ ^ 7T!di\ iTT)$4TT} 1* cl TTtifJlTTlldTTi % 

S 0 L V T l 0. 

Sk dAvalor difFercntialis exprcffionis /tf,atquc ^Bvalordif- 
ferentialis exprelfionis B ; habebit fun&ionis illius ipfarum A & 
B , quam maximum minimumvc ciTc oportet , valor difTcrentialis 
hujufmodi formam xdA -f- GdBi in qua conftantcs « & Ca 
rationc compofitionis qua expreffiones A & B in iila fun&ionc 
inter ie permifc. ntur pendenc ; ita ut valores obtineant dcter- 
minatos ab abfcinx quantitatc , cui folutioncm accomodatam 
elTc oportcr pendentcs. Qyoniam vero cxprelfionis A, qua; 
proprictatem communem complc&itur , valor differentialis eft 

Eulcri de Mdx.&NIm. Ec dAi 
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dAi hujus multiplum quodcunque ydA addarur ad valorcm 
dirferenrialem *dA + GdB exprdfionis , qua? maximum mini- 
mumve eflTc dcbct, ac fumma ( •+- y ; dA + ZdB nihilo arqua- 
lis pofita dibit xquarionem pro curva quarlita. Habebitur igi- 
tur ifta jquatio (* + y ) dA + CdB =o , feu (*-f- ) dA 
-j-£fdB ~oi inqua, ctiamfi <• & 6 fint quantitates conftan- 
tes detcrmirarx , tamcn , oby&</ quantirates conftantes ar- 
bt:ra i.is, o erficicntes valorum dA & <^fi, qui funt ( + y)f 
& G^cvadent conftantcs arbitrariar magnirudinis. Harum igi- 
tur loco (i fcribantur litrera? | & n , habcbitur pro curva quxfi- 
ta ifta x juario £dA +ndB — o. Qiio-circa ad Prob'cma 
folvendum , cxpreffionum A & £ , quarum a!rcra proprictatcm 
communem continct , utriufquc aurcm fim&io quxi unque nia- 
ximum nvnimumvc eflc dcbct , lingulatim valo r cs d!rTcrenria!cs 
d A & dB capi oportct, cofquc, per quar.ritatcs conftantcs ar- 
bitrarias,quafquemultiplicatos nihilo arquales poni , quo \ afto 
refultabit ifta a*quatio \dA + n d B =o, qua? naturam curvar 
quarfita; exprimct. E. I. 

COROIL r. 

£8. Natura igitur curva? fatisfacienris tantum ab expreffioni- 
bus A & B pcndct ; neque ratio fundtionis ipiarum A & B quae 
maximum minimumve ciTc dcbcr , ullo modo in computo ma- 
nct i fcd qujecunquc fit func^io , cadcm folutio prodibit. 

C O R O L L. II. 

69- Quarcunque iraquc ipfarum A & B fun&io , inter om- 
nes curvas eadem proprierare A gaudentes , debeat efle maxi- 
mum vcl miniinum ; folutio perinde fe habcbit, ac fi, intcr 
omncs curvas eadcm communi proprietate A gaudentes , ea re- 
quiratur , in qua expreflio altcra B maxiraum roinimuravc obti- 
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C O R O t t. III. 

70. Quod fi ergo expreffioncs A Sc B cjufmodi fucrint for- 
mu'x , quarum valorcs mffcrcntiales dA Sc dB non pcndcanra 
magnitudine abfchTx x cui refpondent ; quod cvcnit , fi illx 
formulx pertineant ad Cafum vel primum vcl quartum, fccun- 
dum nofrram enumerationem Capire prxcedente §. 7 fadam , 
tum curva invcnta pro quacunquc abfciJa acque fatistaciet. . 

C O R O L L. IV. 

71. Eadem Solutio locum habebit fi, inter omnes curvas 
quarumcommunis fit proprietas funclio quxcunque ipfarum A & 
B , ea rcquiiatur in qua alia quxpiam earundcm A & B func- 
tio fit maximum vel minimum. Hoc enim quoque cafu pervc- 
niturad xquarioncm £d A+ ndB — o, in qua£ & if fintquan- 
tiiares conftantes ad arbirrium accipiendx. 

Exemplum 1. 

72. Inter §mnes cttrvds a Mb cum nxe AB eandem aream /7 4 . x 

r 1 . . . . ~ fvydx . . 

i y dx ctnttnemes , tnventre eam in qu* fit mtntmum. 

Quxftio hxc initur, fi inter omnes areas arqualcs qux intra 
ordinatas extrcmas Aa & Bb atque bafi AB fbrmari pofTunt, 
dcfidcrcturea , qux habeatfuum centrum gravitarisin loco infi- 
mo pofitum. Sumpta enim curva quacunnue a M b , pofitifque 
abfcuTa AP = x, applicara PM —y , erit portionis a A P M 

centrum gravhatis a bafi A P rcmotum intcrvallo = - r *.* i 

quod adco fiet minimum , fi reddatur hxc exprcffio y 

rninima. Habemus ergo binas ha< formulas fjdx kfyydx, 
quarum valores differentiales funt nv. dx. i & n ,. dx. ij , ex 

E e 1 qui- 
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quibus pro eurra quaefita ifta colligitur aequatio £ -f- a *jr=o; 
fcu j — c . Qiiaeftioni »g itur fatisfacit linea rcSa «C bad A B 
parallcla fcu horizontalis , atquc parallelogrammum rcAangulum 
A « £ R - prae omnibus aliis bguris ut A a b B cjufdcm areae, hac 
gaudebit praerogativa , ut ejus ccnrrum graviratis ad bafin A B 
proxime accedat. Quod fi crgo * A B C concipiatur tanquam vas 
aqua repletum, fi fuprcma aquae fuperficies «6 fefe ad firum 
horizontalem compofuerit, tum aqua habcbit fuum centrum gra- 
vitatis prohindius fitum , quara ii cjus fuprcma fuperficics alium 
qucmcunquc fitum tencrct. 

EXEMPLUM U 

Fig. 14. 73. Inter omnes curvds ejufdem longitudinis DAD, invenire 
Cdtn ftt* htbedt fuum grdvitdtit centrum qudm profundtjfime fitum, 

feutnqudftt - ^a»^<it>>) mmmum ' 

Jam intelligitur Solutio hujus Quaeftionis datura efle curvam 
Catcnariam ; namque fecundum leges Staticas catena ex pun&is 
D Sc D fufpenfa cjufmodi induet figuram ut ejus centrum gra- 
vitatis maxime dcfccndat. Quamobrem inter omnes figuras , 
quas catena inducerc poteft . quae quidem omncs ejufdem funt 
Iongitudinis , curva Catenaria orietur, fi quarratur ea , in qua fit 

/ ilV( 1 minimum ; quippc quae expreflio dat diftantiam 

ccntri gravitatis G ab abfciflarum initio A. Cum igitur habcan- 
tur binat iftae formulae fdxy/ ( 1 4-//), & fxdx\/ { 1 +//) i 
quarrantur carum vaiorcs differentiales ; qui crunt,primae = — 

* /, ' & altcrius = — m ». d .*{_ r - v , cx 

quibus nafcitur pro curva quaefita ifta aequatio c d. y ^ \ + pp ) 



*P 



7(J+Ip-r & intcgrando VZT^y- jTT+iT) 

4- 
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4- 1, fcu x-c^ W & dx = -r=±JP- y Hinc 

p pp^(i+pp) 

crgo fiet y=,fpdx = — |/ , Vi f{ pf ) i cx quibus arqua- 
tionibuscurvaconftruetur, critque curvac longitudoyiVd +^>) 
= ' = y + == y 4. / Hinc alia ConftruOio , dcS- 
nicndis x & j pcr / formari potcrit: crit ncmpe / = -* ... 
cV, fi initium capiatur in A, ubi fit /= c , ponendumTft 
/=o, ita ut fit P=-ji undc fit V(i+pp) = ^C** + 'Q 

&^(.+^)«^='^\w n c q «^^ , 

&*= ^(^4- //) — *. Poito eritA ==*</*= 

, + »/(**+//) V(W + „; ' 

atque j — hl ' ^ — . jfcquatio autem inter coor- 

dinatas orthogonales x & y deducetur ex aequatione x e=- 

blS±±nl . qujr dcfidcrctur fupcr axc AP, qui cft dia- 
meter, & pro initio abfciflarum in A fumpto, ubi eft p=z 00 
poni oportet t = — t ; critque C*+*)/ ✓ C I +// ) ' 
hincque (x + OV/ = ^ + ^/, ^^ ;J ideol 

qUC dj i/CxJ+Xx) 9 cft P ro Catenaria 

Dota. 

FxEMPLUM III. 
74. &/fr #>»«•/ /*n*/ r/*/2irw Ungitudinis , determinare esm 

" 1" & iVdV/cV+ppj^ S f*n£iio,tm 

quamcunque *rcus curv* s^rfdxVO+pp). 

In hoc Exemplo continctur invcntio curva? Catenari* , fi ca- 
teoa non fuerit ubiquc unifbrmitcr crafla, fed cujus cralfitie* ar- 
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eni r rofycdcns eft ut «Tfunaio ipfius /. Tum eriim exprimet 
fS ix s' ( i +pp) hujus catenar pondus , & f ***2*l^n^ 

akirudinem centri gravitatis fupra abfcifiarum initium ; qua» efle 
dtoct minima. Piincipio quidcm hic cafus in Problemate prz- 
cedente non contineri v idetur , quia formula arcum exprimens ip- 
fa fdxyj ( i +pp) non ineft in maximi minimive expreflionc 

**a x*J>(*+p$ 9 quippe quae cftfunAio duarum ^arumfor- 
nuilarum intcgralium. At cum fit S run&io arcus curvar / , at- 
que ds =dx>J{ \ +pp) , erit /Sdx V ( i +pp) —fSds. 

ideoque runcti.o ipfius/: ex quo cxprcmo j-^/jT^i+JJ)»^ 

fitntfio fbrmularum /^x ^(i 4-/^) bfSxdxy/ ( I qua- 
rum illa proprietatem communem continet. Idcm igitur eft ac 
fi quxrere debcremus inter omnes curvas arque lorgas eam in 
qua fit fSxdxy/( i+pp) minimum. Ctim jam S fit fun&io 
ipfius s=fdx y/ (\+pp\ pertinebit haec Quxftio ad Propo- 
litionem prxcedentem , cumque cafum qui §. 6o cft pcrtraftarus. 
S. ilicet erit Z=Sx*f(\+pp)\ unde , fi ponamus d S = 
Tdt , fiet dZ = xTds</{\ +pp) + Sdxy/( i +//) + 

, itaut C\iL=xTU i+//); M=S^(\+pp), 



V^i+pp) 

N = o & P = j£U .. Jam ob N — o, obtinemus ex 

S(i+Pp) 

eodem loco citato ftatim hanc arquanonem 

A x (C — f X rdxs/(\ + p P ))l> — Sxf j Ay/(\+ Pf ) 

Hi+PP) V(» +PP) P 

+ C—fxTdxy/(\+pp)+Sx = o. AtcftTdxi/(i+pp) 

= Tds = dSi undc habetur + C + Sx — 

P ■ , 

fxdS= o , ubi A & C funt quantitates arbitrariar. DirTcrentie- 
tur harc a-quatio, fictque j^jjT+pf) d * ~ ° » *" cu 
Sdx V ' ( i +pp ) = — c -~£=Sds. Qtiare cum fit S funtfio 

ipfius 

i 
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Ipfius /, integrctur Sds , critque intcgralc, quod iit = R , pon- 
dus catcnx longitudini / refpondens. Fiet ergo intcg ando ~ 
= R -f- d &, fi initiuro curvx caperc placeat in loco A, ubi 
CUTVSB tangcns eft horizontalis , erit C— o, atque / = — 

A. 

Hinc crgo porro crit ✓( i +// ) = * "t RR ~ = 4 1 i 
idcoque J, = , atque ^ = , ex qui- 

bus aequatiombus curva ita poterit conftrui, ut ftatim adquam- 
vis catenx longitudinem tam abfcifta quam applicata reipon- 
dens definiatur. Manifeftum autem eft cafu quo R=?= s , hoc 
eft quo catena ponitur uniformis craffitici , tum prodire Catena- 
riam curvara ordinariam. 

$ C H 0 L 1 o n; 

75. Nifi hujus Excmpli convenicntia , tam cum ifta Propo- 
fitione quam cumprxccdente, eflct obfervata, tum Solutioqui- 
dem per regulam gcneralem abfolvi potuiflct : verum tamen 
multo prolixior evaiiifct. Quo autem nihilominus Methodi ge- 
neralis ufus clarius ob oculos ponatur , idem hoc Exemplum 
fecundum gcneralia prxcepra refolvcre vifum eft. Qiixratur igi- 
t ur intcr omncs curvas ejufdem longitudinis /==/2*^(1 +/>/>), 

ea qu* habcat valorem expreffionis hujus L gfj-jffi | + U l 

maximum vel minimum ; exiftentc S fun&ione quacunque arcus 
curv* /. Et quoniam nondum fulpicari licct confiderationem 

datx abfciflx, a qua valor dufcrentialis cxprcffionisj^^+^ 

pcndet, cx calculo ciTc egrefluram ; ponamus huic Quxiiiuni 
tantum pro data abfciflx longitudine x=* fatisfieri oportere.- 
Ab hac longitudinc quidem formulx communcm proprierarem 
comincntu fdx y/ (1 +//) valor diiTcrentialis non pcfldct , 

quippc. 
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quippe qui csnftanter cft = — »k d. ^ .. | ^ ^ ; at in ma- 

ximi minimivc expreffione ^f * ]' ( 1 ,j" ponamus , cafu 

quox=*, forcfSxJxs(i+i>r)^A&fSdx)/(i +#) 
= B : illius vcro numcratoris fSx dx \l ( i +//) va!orcm dif- 
fcrcntialcm effe = , denominatoris vcro fS dx\'(t +/p) 
valorcm differcntialem efTe = dB. Hi.ic igltur roaximi mini- 

mivc cxprcffionis , qme,cafu x=m 3 fit = -g- , valor differen- 

tialis crit — ii~ ^ B , qui multiplo cuicunquc formube 
B B 

communis valoris diffcrentialis — m.d. — acqualis po- 

firus dabit arquationem pro curva quarfita. Jam ad valores dif> 
fcrentiales dAScdB inveniendos, confideremus primum formu- 
lam fSdxy/ ( i+^), qusr (ectindum enumerationem 5. 7 
Cap. prarced. feftam , pertinet ad Cafum fecundum : quo crk 
Z = Sy/ ( 1 +ff) , & pofito dS= Tds , crit dZ = 

T4s\/(i +//) + 7^^^.Q)mparationecrgofa<fta, eritn=* 
v \ " ~t PP ) 

L = Ti/ti+„). M = o. lv*=o, &P = v ( -^—3 : 

tum vero ob n =/ =/Vx y 7 ( 1 +// ) , crit [ 2T] = \/( 1 +//) 

&[ 3/ ]==0 , [jrj — o, Jamfo- 

roarur integralc/L^x = /7Vx y' ( 1 +/>p) = fT4s = S . 
cnjus valor , cafu x=m , fiat ■= Cr, eritque V=G — S, 
Quamobrem habebitur formula' fSdx\'( 1+//) valor diffcrentialis 

v V i+flO v(i-r/>/0 ' 
Altcra porro formula JSx4x^/{ 1 +// ) pariter in eodcm Ca- 

fu fecundo comprehenditur , eritque Z = Sx V ( 1 + pp ) & 

undc fit n = /i L^Txy^ i+ff)\ M=S \I ( \+-p?)\ 

N=o 
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N==oScP =VU+7p1' DeindCj obn ='=/^'0-W, 

erit, utant e) [2D= V(i+//), [Af] = o, [^3= o, 

& ^ = 77T+77)' NunC fumatur inrc g r 3lc fhdx ±= 
fTxdx</(i+ FF )=/Txds=fxdS, enjusvalor, poii- 
to ar ==4 , fi t «= //; crit # — A^, hintquc prodi- 
bit iftius formulae valor difTercntialis dA = 

m j ( Sxp + p(H—fxJS)^ j piH + fSdx) , 

vcntis crgo valoribus dA8cdB, arquatio pro curva quxfira crit 
- r *J P c a d Gf> j-cnj p(H+ J~SAx) 

*" d W(*+») ZAd 'W+JF) +ZBd - rrr+jp)^ 0 ' 

& intcgrando -^—^Op+^Hf+AMlL- = C . in 

v (1 +pp) 

qua «, C , & C iunt conftanres arbitraria? , & G & H conftan- 
tcs determinatae. Quod fi crgoponatur ~-f- ~+H=bZc 

~ = crunt b k c conftantes arbitraria?, atque conftantes 

detcrminatac G & H a defTnito abfciftic valore x = a penden- 
tcs omnino ex aequatione cvancfcent; ita ut Curva inventa pro 
quavis abfciffa gavifura fit dcfiderata proprietarc : cjufque aequa- 

tio erit h*c r- ka = * +/"»1 

quae difTercntiata dabk Sdx = — ppj(i+p^) 3 ^ eu Sd x\ f ( l +f>f) 

= Sds = — . Ponatur , ut fupi a , fSds = R , iia ut R 

pondus longitudinis catcnar/ reprvfcntct , crit R = ~ -f- Confi. 

quae eft ipfa arquatio, quam praeccdcnti Mcthodo clicuimus. Ex 
hac itaquc folutione intcliigitur, qucmadmoJum pcrMcthodum 
gcneralcm hujufmodi Qiiasftiones rcfolvi polfmt, fl proprietas 
coinmunis non ingrcdiatur in maximi minimive exprc/Tionem 
quod ut clarkts intclligatur unum adhuc hujufmodi Excmplum 
appofuiffc fufficiet. 

Euicri de Max. &M:n. F f EXEM- 
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EXEMFLUM IV. 

Tig. 14. 76. Inttr omnes curvas ejufdem Ungitudinis DAD data dbftifi * 
ft A C = a refpondentes , e&m dcjinire aua comprebend&t &re&m 
D A D , cujus centrum gr&vit&tis G // vel &htjfme vel profundif- 

f r X _ X 

y?w/r pofttum , feu in qn& fit f ^ m&ximum vel minimttm. 

Proprictas igitur communis cft fdxy/ (1 4-//). cujusva- 
Ior dirfaentialis cuicunquc abfcillar x rcfpondcns eft = ■ — 

„ , # Maximi autcm minimivc cxprcflionis ^j^J^ 

valor difTctentialis pcndcbit a pra?fcripta abfcifloe longitudine 
x—&; qui ut inveniatur; cafu quo x = & , fiat — -»» 
hujufque formular valor diffcrentialis fit =dA, qui pcr Regu- 
las fupra datas invenitur = - n r . dx.x = n r. x</*. Porro , eo- 
dem cafu .*■=<«, abeat altcra formula/jr^x in B, fitque ejus 
valor dirTerentialis = dB, qui per Rcgulas datas rcperitur 
= nr.dx; ita ut fcdA = nv. xdx Sc d B = nr.dx. Ek 

bis. maximi minimive exprcflionis"^^- , quae, cafu x = & , 
abit in — , valor differcmialis erit = ~ ^" j^ ^ * 

V (fixjx-^x) j mult . plo yaloris di£fcrentialis — 

n > ■ d. -rr- f x s> qui ex proprietatc communi prodiit, arqua- 

V^l+ff) 

bs pofitus dabitpro curva quacfitaiftam atquationem «d. 

= * xi *~ Ai \ Sit -| = h , erit /> quantitas conftans de- 

terminata, quam prarbet fbrraula^^ , fi ponatur x 

& i£ ponatur = cc, erit f c quantitas arbitraria. Hinc ha- 

bcbitur iftnpro curva atquatio ccd. jfj^fjgj 2555 * d *-~ ffdx > 

quae 
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qu* imegrata dat yffqr-fo = xx — t/ JX + i b i ergo V * te 

= f *,-a , u^, ^**-££&^ 

conftantem b b , pro arbitrio, fivc affirmativam , fivc negarivam 
acciperc licct. Hxc autcm curva Quaeftioni fatisfacit tantum 
cafu , quo x =*; atquc ut fatisfaciat litrera? h is tribui dcbct va- 

lor qucm, cafu x=4, rccipict expreffio ^jjjfy «x quovalor 

h dctetminabitur. Crterum notari convcnit hanc curvam clTc 
eam qua?vu!go fub nominc Elaftica? cft cognica. 
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Methodus , inter omnts curvas pluribus proprietati- 
bus communibus gaudentes , eam determinandi 
qu* maximi minimive proprietate fit prtdita. 

PROPOSITIO I. THEOREMA. 

I . Urva , qua intcr omncs omnint curvAs hab:t exp^effonem 
« A + CB maximum vel minimum, eadem fimul itacrit 
compnratd, ut intcr ornnes cadem proprictate A praditaj contintat 
valorcm formula B maximum vcl mimmum, 

D E M 0 N $ T H.A T l 0. 

Ponamus invcntam eiTc curvam , in qua inter omnes ab'as ei- 
dem abfciifa? rcfpondcntcs valor expreffionis « A + 6 B fit ma- 
ximus ; quod enim dc maximo demonftrabitur , idcm mutatis 
mutandis dc minimo valebit. Denotant autem littera; A Sc B 
hic nobis ejufmodi formulae vcl expreiTiones indcrerminatar, in 
quas Qiiarftio dc maximis & minimis .caderc queat i tum vcro 
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« & C funt quantitates conftantes quxcunque. Dclgnemusjam 
iftam curvam , in qua fit *A +• CD maximum, littca Q, quo 
e3m facilius fine molefta vcrborum dcfcriptione indicare quea- 
mus; Nunc concipiatur alia quarcunque curva R eidem abfciflae 
rcfpondcns , qua? rccipiat formula? A eundem valorem , qucm 
tcnct curva Qj in hac igitur curva R cxprcflio *A + CB mi- 
norcm occupabit vaiorem , quam in curva Q ; eo quod in cur- 
va Q_expreflio <*A-\-CB omnium maximum valorem fortitur. 
Quaie cum in curvis Q & R cxpreflio A cundcm obtincat va- 
lorcm, atque in Q_expreflio a A + C B major fit quam in curva 
R i fequitur in curva Q^ valorcm exprclfionis B majorem cfle 
dcbere quam in curva R. Cum igitur R curvam quamcunque 
denoret, quar cum Q. communem valorem formula- A recipiat; 
manifcftum eft inter omnes has curvas R curvam C^cfle illam, 
in qua formula B maximum habcat valorcm. Ex quibus con- 
ficitur , eam curvam . quae intcr omnes omnino cun as habcat 
cxpreflionis *A + CB valorem maximum vel minimum , can- 
dem curvam fimut ita cflc comparatam , ut inter omnes alias 
curvas fecum eadem communi proprictate A gaudentes polfi- 
deat maximum minimumve valorem expreflionis B. Quanquam 
enim Dcmonftratio tantum ad maximum cft adornata , tamcn 
eadrm , translatis vcrbis , ad minimum accommodabitur. Q. 
E. D. 

C O R O L L. I. 

2. Viciflim itaque intelligitur , fi curva dcbeat inveftigari , 
qua? inter omnes alias eadem communi proprietate A praeditas 
expreflionem B fit habitura maximum vel minimum ; tum quar- 
fito fatisfieri , fi abfolute intcr omnes curvas ea dcfiniatur , in qua 
fit «^ + CBmaximum vcl minimum. 

C o R O L L. II. 

3. In foluticnem igitur hujufmodi Problematum bina* novar 
ingrcdiuntur conftames arjjitraria; « & C, quac in ipfi* cxprcflio- 

nibus 



M A X. E T M 1 N. Jl ' E L A T 2 V A. it 9 

nibus A & B non inerant : har aur-m unius dumtaxat conftantis 
viccm fuftinebunt ; quia earum ratio tantum in computum ve- 
nit, 

C O R O L L. III. 

4. Qyjod fi ergo, inter omnes curvas eadem communi pro- 
priciatc A gaudentes, eam definiri oporteat in qua fit B maxi- 
mum minimumve ; tum utriufque expreflionis A &. B capiantur 
valores differentialcs , qui , per conftantes arbitrarias fcorfim 
multiplicati & conjuncum nihUo afquales politi , dabunt arqua- 
tionem pro curva quarfita. 

C o R 0 L L. IV. 

5. Simul etiam perfpicuum eft perinde eiTe, five inter om- 
nes curvas cadem communi proprictate A gaudentcs, ca qua> 
ratur in qua fit B maximum vel minimum ; five viciffim inter 
omnes curvas eadem communi proprietate B gaudentes , ea quar- 
ratur in qua fit A maximum vel minimum. 

S C H 0 L I 0 N. 

6. Qux , cum in hac Propofitionc , tum in anncxis Corol- 
lariis, tradidimus, ex Capirc prcccdenre jam funt planitfima : 
quippe quibus continetur inverfa Mcthodus refolvendi Proble- 
mata, in quibus, inter omncs curvas eadcm communi prorric- 
tate gaudcntes , ea quarritur qua? pr.rdita fit maximi minimivc 
alicujus indolc. Neque vero idcirco idem argumentum nostan- 
tum rcpctivific ccnfcndum cft ; nam eandem veritatem , quam 
ante modo fatis prolixo elicueramus , hic admodum fuccin&e & 
breviter dcdimus dcmonftratam. Qiiocirca eo fortius altcra 
demonftrandi Methodus per. alteram confirmabitur, ob futn- 
mum utriufque confenfum r atquc fi cui prior Mcthodus non 
fatis pcrfpeda , propter tantam infinite parvorum compagem , 
nimis lubrka & inccrta vidcatur, ci DcmonAratio hic dataom- 

F f 3 nem 
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ncm fcrupulum adimet. Dcindc , fi qtiis de prrfcntis Propo- 
iitionis converfionc in Coroil. i facla etiamnum dubitet , ci 
prior Mcthodus plenilfune fatisfadet. In:crim rario convcrlio- 
nis ex k fatis turo infcrri poteft. Cum enim cutva Q^, qua? 
inter otnnes omnino curvas iubeat * A + G2? maximum vel mi- 
nimum , ita fit coniparata , ut inter omnes curvas eadcm com- 
muni proprieta.c A g.iudentes , habeat B maximum vel mini- 
mum, quicquid loco m & G accipiatur; neceflc cft ut convcrfio 
seque patcat , fiquidcm cocrHcicntibus * & C fumma extcnfio 
tribuatur. Hoc.}ue adco commemorarc , hujufquc ratiocinii va- 
liditatem dcclarare vifum eft, ut in fequcntibus , ubi eodem 
utcmur , nullum dubium relinqtiatur. Hanc enim Propofitio- 
nem , etfi propric ad Caput pra?ccdens pertinct , huc tranftuli- 
mus , quo cadem Mcthodo proprium htijus Capitis argumen- 
tum facilius pcrtraclare poflimus; quippc quod, fi altera Mc- 
thodo expediri deberct , prolixuTtmos requircret calculos, ma- 
ximafque dirTerentialium omnium ordinum tricas. Interim ta- 
mcn , quantum fieri potcft , dilucide oftcndcmus omnia , qux 
hic tradcmus , pcr Mcthodum fupcriorcm confirmari atquc etiam 
elici poffc. 

Propositio II. Theorema. 

7. Qua curva, inter omnes ommino curvas eidem abfcifx refpon- 
d-ntes , habet valorem exprejfonis «A-f-CB-r-yC maximum vtl 
m.nvnum , eadem curva fimul ita trit comparata , ut inler omnes 
curvas , <ju* tam exprejftontm A quam exprejfionem B communem ha- 
bcnt , pojfideat valorem cxprejponis C maximum vei minimum. 

DEMONSTRA T 1 O. 

Dcnotant hic nobis litterar A>B& C formulas integrales vcl 
cxprcifioncs indefinitas ejufmodi , quar maximi minimive fint 
capaces; at littera? «, Q, y defignant quantitates conftantcs ar- 
biultias. Sit nunc ^curva, qua? intcr omnes ornnino curvas 

habcat 
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Iiabeat valorcm « A -f- CB -f- y C maximum vel minimum ; at- 
quc concip'arur alla quarcunque curva R , in qua , cum expret 
fio A y tum B, cundcm obtineat valorem qucm obtinet incur- 
va Q; quo pofiro expreffio compofira *A ■+- GB eundcm habe- 
bit valorem in ura^ue curva Q^Sc R. Hanc obrem, expreflio 
tora a.A + Q>B-\-yC\i\ curva R nr norem fortietur valorem 
quam in curva Q , liquidcm * A + £B-h yC in curva Q, efl 
ma.ximum ; conrra cxprcffionis aA + GB + yC valor in curva R 
major crit quam in curva Q^, fi«ytf-f-GJ3-f-yCin curva £^ 
fuerit minimum. Cum igirur exprelfionis portio «tA+QB utri- 
que curvar R fit communis , reliqua portio yC, atquc 

adeo exprcffio C, in cafu maximi major erit In Q_quam in R , 
in cafu minimi autcm exprcffio C in curva Q,minor erit quam 
in curva R. Ex quibus fequitur, fi curvaQ^inter omncs omni- 
no curvas , habucrit valorem cxpreffionis « A -f- £ B + y Cma- 
ximum vel minimum , tum fimul hanc curvam Q_ea indole eiTe 
prardiram , ut inter omnes curvas R quar eodem valore cum ex- 
prcflionis A rum expreffionis B gaudcant , contineat vaiorem cx- 
preffionis C maximum vel minimum. Q. E. D. 

C O R O L L. I. 

8. Quoniam exprefliones A , B & C pro lubitu inter fe com- 
mutari polfunt ; curva in qua eft « A -f- 6 B -f- y Cmaximum 
vel minimum , ea fimul vel , inter omncs curvas iifdem propric- 
tatibus A & B communibus gaudentes , habebit C maximum 
vcl minimum ; vel habcbit B maximurn minimumve , inter om- 
ncs curvas qua? proprietatibus A & C communibus gaudebunt ; 
vel denique habcbit ytfmaximum minimumve, inter omncscur- 
vas inquas ambar proprictates B &t C arque compctunt. 

C O R O L L. II. 

9. Qua? igitur curva , inter omnes iifdem binis proprietati- 
bu$A & B communibus gaudentes, habet C maximum mini- 

muin- 
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mumvej eadem habcbit intcromnes cu-vas blnis proprictatibus 
vel A & C, vel B & C, arque prasditas , vci B, vel ^ maxi- 
mum minimumvc. 

C O R O L L. III. 

10. Si igitur cirva quarri debeat qua; , uifct omnes alias bi- 
nis proprietatis A & B arqualiter prarditas , h.tbe.u cxpreflioncm 
C m.ixhnam vel miniioam; tum quxlito lavisficr, fi curva quac- 
ratur, qu.* , abfolute intcr omnescurvas, habcat exprcJTioncm 
*A-{-ZB + yC maximum vcl minimum. 

C O R O L L. IV. 

11. Quoniam *, 6>y funt quantitarcs conftantes arbitrarix' ; 
in folutioncm hujufmodi Problcmatum trcs nova* quantitatcs ar- 
bitraria: ingrcdiuntur, qua: in formulis propofitis A, B t & C 
non inerant: asquivakbunt autcm hae trcs conltantes *, £, Sc y 
tantum duabus. 

C O R O L L. V. 

ii. Har vcro conftentes adeo jam inarquatione pro curva pri- 
mum invcnta incrant; prartcr eas vero, pcr intcgrationes nova; 
ingrcdicnturconftantes tot , quot intcgrationibus opus eft, antc- 
quam ad arquationcm finitam pcrvcniatur. 

C O R O L L. VI. 

ij. Simili modo , quo hanc Propofitionem & prarcedentcm 
dcmonf tavimus, oilcndctur, curvam,qua: abfblute, inter om- 
nes curvas, habeat cxprcllionem aA+QB+yC-t-JD ma- 
xiinam vcl minimam , eandeni , inter omnes curvas tres expref- 
iioncs A, B & C communes habentes, habituram euc quartam 
D raaximam vcl minimam. 

SCffO- 
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14. Ex hac Propofitione jam fatis percipitur Merhodus rcfol- 
ver.di ejufmodi Problcmara ad Methodum rclativam pcrtincn- 
tia , in quibus quaritur curva qua» , intcr omncs cidcm abfciifat 



sequc gaudentes , habcat valorc m cujufpiam cxprcffionis maxi- 
mum minimumvc. Quarftio fcilicct pcrpctuo revocabitur ad 
Mcthodum abfolutam; ita ut, intcr omncs omnino curvas, quar- 
renda fic curva quae exprcflionem quampiam habcac maximam 
vel minimam. Hacquc reduccione id commodi nancifcimur , 
ut omnia hujufmodi Problcmata , ope valorum dirferenrialium 
quos jam fupra inveftigarc docuimus, rcfolvere qucamus. Ipfe 
autcm rclolvendi modus eo rcdibic, uc omncs proprictates com- 
munes, una cum maximi minimive expreffione, fcorfim expli- 
centur ; fingular per conftances arbicrarias multiplicenrur ; & pro- 
ducta in unam fummam colligancur : quo fafto , abfolutc inter 
omncs curvas , eam quarri oportcbit , in qua ifta fumma fic ma- 
xima vcl minima. Hoc vcro ipfum pcrficietur, dum fummar 
illius valor diftcrcncialis inveftigabicur , nihiloque arqualis ponc- 
tur. Quocirca univcrla operatio abfolvetur , fi , cum fingula- 
rum cxprcflionum proprictatcs communes contincntium , tum 
ma: !mi minimivc exprcflionis valores differcntiales , fccundum 
regulas fupra datas , capiantur ; finguli fcorfim in conflantcs ar- 
bitrarias ducantur ; omniumquc horum produdtorum aggrcgatum 
nihiio arquale ponatur : cx quo orictur arquatio pro curva quar- 
fita. Sufliccrc itaque poflcc hoc unicum prarccpturo ad Qua-flio- 
r.cs hujus gcneris foivcndas. Vcrum , antcquam hujtts ufum 
exponamus, hanc ipfam Mcthodum via antc adhiblta con£rma- 
ri convcnict. 

Propositio III. Problema. 

r?. Inter wnes curvas ud eandtm abfctfam relatas, qu* binis 
prc/rfctatibus ctmmtmibus A & B ajrtaJiter ftnt pradita» defnire 
e*»i , i» qu* ftt 1 alor expnjfwnis C maximus vel minimus. 
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Ex prarcedentibus jam imclligitur hoc Probleraa folvi, fi, in- 
rer omncs curvas, abfolute quatratur ea in qua fit « A + CB 
4- y C maximum vel minimum. Ad hoc autcm nofle oportet 
valores differcntialcs expreflionum A , B , & C. Sit igitur va- 
lor differentiulis cxprcffionis A ■=■ mi.dx. P; cxpreffionis B = 
n*.dx. Qj cxpreflGonis C— * v.dx. R ; exquibus arquatio pr» 
curva dotiderata erit aP CQ^+ y R = o. 

Vcrum, quo hujus Solutioni* veritas magiseluceat, idcmhoc 
Problcma eadem Methodo , qua fupra in Capite prarced. ufi 
ij- fumus, aggrediamur. Primum autem intclligitur , ad hoc Pro- 
blcma refolvcndum , temas applicatas particulis infinirc parvis 
augeri debere , ut tribus conditionibus prarfcriptis farisfieri pof- 
fit. Primo enim tres has particulas adjundtas , quibus ipfa cur- 
va fiuisfaciens az in novam a fc quam-minimc difcrcpantcm 
transmutatur , ita comparatas efle oportct, ut cxprcflio A,qux 
unam proprictatem communcm continct , in utramque curvam 
arqualiter compctat : Deinde etiam altera proprictas communis 
B in utraque curva eundem valorem obtincrc dcbcbit. Tcrtio 
cx maximi minimivc natura expreflfio quoquc Ccundem valorem 
in ipfa curva & cadcra mutata nancifci debct; quibus tribuscon- 
ditionibus, per pauciorcs quam tres particdas tribus applicatis- 
adjun&as , fatisficri non potcft. Quare prsttcr binas applicatas 
Nn & O o , qua? in figura particulis nv Sc ou funt audte , con- 
cipiarur fcqucnti applicata: Pn particula p *• adjici. Ac quarratur 
primum incrcmcnrum , quo^ ;xprcffio A ex his tribus particu- 
lis aflequirur quod crit rsa n r. Pdx + o u. F dx ■+- p*-. PV*. 
Namque ex panicula n* nafcitur incremenrum nr. Pdx 9 con- 
gruens cum ipfo valorc differentiali , qucm expreflio A ex fola 
particula n r adipifcitur. Ex fequenti vero particula o u oritur 
incrementum o«. Fdx, fcilicct, idem quodante> fuodiffercn- 
tiali au&um : quia enira ou fcqucnti applicatae adjungitur, ora- 
oes quantitatcs o u aificientcs crunt fcquentes earum , quibus par- 
tkula m aificicur s atque, fimilj rationc cx parucuia pr nafcctur 
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incrcmcntum pu-. F'dx; nua? omnia, fi cui libueric calculumco 
modo quo in Cap. prarc. Prop6f. 3 §. za ufi fumus pcrfcqui, fa- 
tisficnt manifefta ac pcrfpicua. Eodem igitur porro modo cx- 
prcffio B , cujus valorcm differcntialem ex unica particula n * 
oriundum pofuimus = nv. Qdx y cx tribus particulis n*, o«& 



Tcrtio exprellio C ex his tribus particulis augmentum capiet hoc 
n >. R d x -f- o ». J?Vjc -f- psr. /*"*' x. Singula jam harc tria incre- 
mcnta fcorfim nihilo arqualia poni oportct, ut omnibus condi- 
tionibus prarfcriptis fatishat j unde tres fequcntcs acquatior.es 
oricntur, fo&a divifione pcr dx> 

o sss n v. P + 0«. f + p r. P* 
o =s n r. Q+ 0«. + p». Qf 
o = nr. R + 0«. + p*-. K' 

Quod fi nunc particula» nr, 0«, p*-,ad folutioncm peragendam 
tantum in fubfidium vocarar climinentur ; orietur arquatio inter 
quantitates curvar proprias , quibus proin natura curvx exprimc- 
tur. Ad has autem particulas climinandas , fingulas xquationcs 
per novas incognitas «, C, y ,feorfim multiplicemus, ut habeatur 

o s8s nr. «P + 0«. «F + pr. «P* 
o = n». CQ + o*. CQ[ + pr. C££ 
o = n». y/i + o*. yR' + p*\ yA", 

atque formcntur hinc iftae aequationcs, 

o = « P + CO •, y /? 
o = «P' + CQ- + yft' 
o = «P+ CC£ + yfl'. 

Hic ftatim patet , fipro «>C, y accipiantur quantitatcs conftan- 
tcs , tum primam arquationcm rcliquas binas ultro in fc tom- 
plefti , fi cnim fucrit o = « P + GQj+-yR , tum fimul erit o = 
«</P + CV£.+ ydR 3 &o= «ddF+UdQ^+yddRi 
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&quia cft F = P + dPi L>=Q.+ <*'Q^ + 
atquc P' = P + 2dP + ddPi Qi=zQ + idQ + ddQ^Sc 
R' — R + %dR + ddR j fict quoquc 

o = «P + + y# 
& 

o = «P» + CQ" + yfl". 

Quoclrca ad Problcma folvcndum formanda cft hxc arquatio 

o = «P + CQ,+ ytf; 

qux , fi loco C, & y quantitatcs quxcunque conftantes ar- 
bitrarix fcribantur, exprimet naturam curvx quxfitx. Congruit 
autcm omnino hxc xquatio cum ca quam alrcra Mcthodo eli- 
cuimus , altcraque Mcthodus per alteram confirmatur. Q_ E. I. 

C O R O L L. I. 

16". Omnia ergo hujus quoquc gcneris Problemata refolvi 
poflunt, opc valorum diftercntialium cx unius applicatx muta- 
tionc oriundorum , quos fupra fatis amplitcr invcnirc docuimus^ 

C O R O L L. II. 

17. Mnnifcftum igitur eft,fi curva dcbcat inveniri qux, intcr 
omnes alias ad candcm abfcifTam rclatas atque in quas binx cx- 
preflioncs A & jB xqualiter competant, habeat valorem exprcf- 
iionis C maximum minimumve ; tum quaeftioncm redire ad hanc, 
qux ad Methodum abfolutam pertincat , ut , inter omncs om- 
nino curvas ad eandem abfcuTam rclatas , dcterminetur ea ifl 
qua fit expremo * A + ZB + yC maximum vd minimum. 

C O R p L L. III. 

18 Simul vcro ctiam hinc Methodus patct rcfolvendi Pro^ 

blcma- 
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blemata , in qnibus, ir.rcr omncs curvas in quas plures duabus 
atque adco quotcunquc proprictatcs arqualitcr conven:.int , ca 
rcquiritur qua: rr.axiini ininimivc ctijufdam proprietatc gaudcat. 

C O R O L L. IV. 

19. Qiiod fi enim , intcr omnes curvas in quibus expref- 
fioncs A, B, C, D a?qua'es obtineant valores , ca debcat in« 
vefligari in qtia fit expreflio E maximum vel minimum; tum 
quxiito fatisflct , fi intcr omnes omnino curvas ca quacrarur in 
qua fit «A+ GB + y C-+- iD + tE maximum vcl minimum ; 
dcnotantibus littcris *>C,y>/,$ quamitatcs quafcunquc corif- 
tantcs & arbitrarias. 

C O R O L L. V. 

c 

20. Quo plurcs igitur proponantur ptoprietates , quar iis cur- 
vis , cx quibus quaefitam maximi minimivc indolc prscditam in- 
dagarc oportct, communes eife dcbcant ; cp plurcs in arquatio- 
ncm pro curva ingrcdicntur quantitates conftantcs arbitrariar i 
atquc adco co plurcs curvx fatisfacicntes in ca comprchcnden- 
tur. 

S C H 0 L I & H I. 

11. Cur co plurcs conftantes in Solutionem ingrediantur » 
quo plures proponantur proprictarcs communcs, cx prarccdcnti- 
bus facilc colligi potcft. Ponamus enim, intcr omncs curvas 
cadcm proprietatc A gaudentes, cam inveftigari oportcrc , in 
qua fit B maximum vcl minimum: ac primo quidcm conftabit 
huic Quxftioni cam curvam cife fatisrafturam qux , ,intcr omncs 
otnnino curvas , habcat B maximum vel minimum ; harc enim, 
intcr omncs quoquc iJ!as quae fccum cadcm coinmuni prop:;c- 
tate A gaudebunt, habcbit B maximum vcl minimum. D*.*inJe 
autem licet innumcrabilia iftiufmodi curvarum gcncra concioi , 
qua: fingula eundein valorcm exprcfllonis A jrccipiant; in uno 

G g 3 quoquc 
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quo.juc vcro gcncrc una eric curva.quar prar rcliquis valorem ex- 
prci-ionij B cur.tiiu.at maximum vel minimum. Neceflc auccm 
cft has curvas facisiacicntes omncs in SoiUtione generali contine- 
ri debtre. Cum igitur , ob unam proprictatem communcm 
pracfcriptam , numcruscurvarum fatisfacientium fiat infinitus, mul- 
to magis is aogebitur , propter candem rationcm , fi plurespro- 
prictatcs comraunes proponantur. Intcrim tamen ii valorcs , 
quos habcnt fingular proprierates communes in curvis cx quibus 
quarlitam crui oportctactu definiantur, tum utiquc folutio unicam 
Curvatn fatisfacientcm pracbcbit. Conftantes fcilicct illa? co in- 
fervient ut valorcs, quos proprictarcs communcsin curva inven- 
ta obtincbunt , pro arbitrio detcrminentur ; fic , pcr has conf- 
tantes , in cafu duarum proprietatum communium A & B, cur- 
va potcrit aflignari qua: datos exprelTionum A & B rccipiat va- 
• lores , atque infuper ka fit comparara ut , inter omncs infinitas 
alias cofdcm illarum expreflionum A Sc B valores recipientes , 
habeat valorem alius cujufcunquc exprcflionis C maximum vel 
minimum. Arque hxc cadem admonitio locum habec , fi plu- 
rcs proprietates communes fuerint prarfcriptar ; ex quo fatis pcrf- 
picuum eft , quid hifcc conftantibus in Solutioncm ingredienti- 
bus lit facicndum , & quomodo cas ad ufum traduci oportcat : 
id quod in fcqucntibus Excmplis clarius dcclarari potcrit. 

ExEMPLUM I. 

, . 22. hucr omnes curras ad eandem abfafam A C = a relatas , 
qna cum imcr Je ejujdem Jtat lonvitudinis , tum etiam aejuales areas 
DAD comfretiendant ; determinare eam , qua circa axem A C 
rotata gentret Jclidum maxtma vel minima sapacitatis. 

Pofitis abfciifa AP = x, applicata P M — y & dy —pdx ; 
bina? proprierates communes propofita? funt Jydst & Je/xy/( L i^ r ff') i 
at maximi minimive formula cftfyydx. Quarrantur jam ha- 
rmn trium formularum valores diffcrentiales. Ac primo quidem 
erit fomiula: fydx \alor dnfcrentialis = n r , dx > dcinde for- 

, . , mula: 
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mul* fdx v^C i +/£ ) valor difTcrentialis eft = — m. d. ■ 

& tertio formulae fjjdx valor differentialis eft = 2ft».jdx. 
Ex quibus tribus valoribus differentialibus conficietur pro curva- 

quarfita ifta arquatio,o=«<£v — C</. *yy dx > 

*?fl^-^ + ''*- ( -^* 

cctur hafc aequatio pcr ^ & intcgretur ; habcbirur ff +by +jy 

= J^^jfi 5 u °i 001 qu am //* P ro arbitrio five affirmati- 
vc fivc negativc accipcrc licct. Hinc porro fiet (fT+b+yjy 

u+//; — <>&/— jttptffi —j x * 

idcoquc = ^£^±^i^gjj quae eftaequatio pro 

curva Elaftica. Ingrcdietur autem, pcr integrationcm unam relU 
quam , nova quarta conftans arbitraria ; atquc hifce quatuor 
conftantibus eftici poterit ut curva per dataduo pun&a tranfeat; 
deindc binis rcliquis conftantibus obtincbitur, ut pofitox = <<, 
tam arca curvae quam ejus fongitudo datam magnitudinem con- 
fcquantur. Infupcr autcm ambiguitatc fignorum , qua fignum 
radicaie afficitur, altcrum fignum prarbebit curvam maximi , alte- 
rum mirrimi proprieratc gaudentem. Quoniam autem in arqua- 
tione inventa dara illa abfciifae magnitudo a non incft ; fequitur 
curvr inventar portioncm quamvis cuicunquc abfcifiae rcfpon- 
dcntem hac quoquc gaudcre prarogativa ur, inter omnes alias 
curvas cidcm iili abfcifla? rcfpondentcs, & per eadem duo punc- 
ta tranfeuntes , quae fimul cum illa curva tum arqualem longitu* 
dinem quam arqualem arcam comptaftantur , ut illa , inquam , 
curva circa abfciffam fuam rotata gencrct folidum maximae mi- 
nimarve capacitatis, Duo fcilicet punfta , per quae curva quaelt- 
ta tranfeat, ideo hic in confidcrationem funt ducenda, quia cal- 
culus pracbuit aequationem differentialem fecundi gr.idus , quar 
pcr fe duplictfra dcterminationem requirit. Potcrunt vero etiam 

birwt 
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bina* rcliqus conflantcs , qux ftatim in arquationc invcnra inc- 
rant , ner puncta dctcrminari , hocque pafto detcrminata folutio 
hujufmodi cmerger, qux doccbit pcr quatuor dara punita cur- 
vam dclcriberc, qux intcr omnes alias per cadcm quatuor punc- 
ta traTilluatcs, arquc cum aequc longas tum aequales areas con- 
tincnres, producac circa axcm rotata folidum vel maximum \cl 
minimum. Pcrpetuo nimirum numerus conftantium arbitra-ia- 
ru;n , qux in xquatione invcnta cum a&u tum potentia infunt , 
declarabk qtiot dcterminationes fint adhtbendx ut curva deter- 
minetnr ; hxcqne dcinde, intcr omnes alias curvas iifdcm dctcr- 
minaiionibus prxdjtas , quxfiro fatisfaciet. 

EXEMPLUM II. 

13. Inter omnes lineas eidem abfcifa refpondentes , qua primt 
aquates cemineant areas fydx, atque praterea circum axem rotat* 
* efuatia generent fotida f y y d x ; determinare eam qua finm gravi- 
tatis centrum vel maxime vei minime habeat elevatum : koe ejl i» 

qua ftt ^y^* ' %e l maximum vel minimum. 

Sit abfcilTx longkudo prxfcripta , ad quam Solutioncm accom- 
inndari oportct, = *; atque pro hac abfciifa fiat valor formu- 
] x fydx ^= A, formular fyydx = B , & formulx fyxdx —C. 
Porro fit valor differentialis formulx fjdx = d A = dxi for- 
rnuix fyydx = dB = %y d x , Sc formulx fyxdx = dC 
= xdxi fumptis nimirum harum formularum valoribus dirferen- 
tiaiibus fccundum rcgulas fupra datas : omirtendo tantum parti- 
culam n», quippc quar pcrpetuo pcr divifioncm toliitur. Cum 
jammaximi minimivee xpreffio fit, non fimplcx forrmila, fcdfrac- 

cio ; ejus valor differentialis eric = AAc—rJA 

Jyax A 

— 4l Jx ~ Ctl * i arque , ob proprictatum binarum commu- 

vinmfydx Se fyydx valores diffcrcntialcs datos, ncmpedJ—: 
4x & dB = zydx, refultabit pro curva quxfita fcquens arqua- 

tio 
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tio adx + i CyJx+ * AxJx - ^l*=x>, vcl (»A* r yC)dx 

+ *Ca* yJx + y Axdx = o ; in qua arqintione , cum 
«,C,y fint conftantes arbitraria: , earum transfonnationc fimul 
conftantes determinatae A & C ex computo cxpclii poflimt ; ita 
ut Soiutio invcnta ad omnes abfciflas arquc fiat accommodata. 
Pervenictur autem ad hanc acquationcm bdx = mjdx + nxdx , 
fcu , per dx divilionc inftiruta , b = mj + nx , quje arquatio cft 
pro linca rcfta quatunque. Linea recta igitur ad axem vcrtica- 
lcm utcunquc fua, inter omnes alias lincas cum axc tam can- 
dcm arcam fydx quam idcm volumcn fjjdx contincntcs, ha- 
bcb/t iua* arcar ccntrum gravitatis vcl maxime vel minimc clc- 
vatum. Erit autcm ccntrum gravitatis minimc clcvatum, fi linca 
rc&a furfum ct^m axe convergat; maxime autcm crit clcvatum, 
il deorfum cum axc convergat ; hique funt ambo cafus , quibus 
vcl maxima vcl minima ccntri gravitatis clcvatio locum habct. 
Inrcr hos iafi:s eft mcdius , quo linca illa re&a fit axi parallcla: 
de quo dubium ftij crcfle poteft , utrum ccntrum graviratis fit 
vcl maximc dcprcflum vcl maximc elcvatum. Vcrum iftc ca- 
fus requidcm in Quarftione locum invenir. Nam pofita linca 
recla axi paraTJa, ita ut fit j = b, tum omnino nulla alia cxhi- 
bcri po»eft linca qua? pro eadcm abfcifla, cum arqualem arcam 
fjdx tum a-quale volumcn fjydx contincat : hocquc idco eve- 
rit , qnod ifta b'nea redla , intcr omncs alias lincas eandcm 
arcam fjdx comprchendcntcs , minimura volumcn fjjdx in- 
cludat. ' 

EXEMPLUM IIL 

24. Jnter emnts cttrvds ejnfdcm tongitudinis D AD punEla d.tu 
D D jttnvcntes , detcrminare eam cujtts hac fit proprtctas ut , fi 
inttr recJas verticdles DB, DB per hortx.cntale»i N N fpati-it/t 
N D A DN data magnttudinis abfcindatur , httjusjpatn KDADN 
Ciutrum gravitdtis imum tbtincat locum. 



Qiaflion-s hujus Solutio eximiumhabcr ufum in Hydroftiu- 
Eulcri Vi Mdx. & Mifl. H h ca , 
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ca , ejuf jue ope fulvetur Problcma quo figura llntci D A D 
va(i B D D B in pun&is D D anncxi invcftigatur . quam induit , 
fi vah" data aqtue copia infundatur. Prinio enim dum linteum 
extenfioncm non admirtit , longitudo curvse D A D erit data , 
dcinde ctiam fpatium NDADN, quo quantitas aquar infufac 
mcnfuratur, crit data: ac tcrtio , fccundum generalcs Hydrof. 
tatica? & gravitationis lcgcs , Jiguram D A D ita comparatam ef- 
lc oportct, ut ipatii NDADN centrum graviratis infimum 
OCClinet locu.n. Ad hoc Problcma rcfolvcndum, ponatur DC 
= C D = <*, & du&a horizontaliquacunque MPM, fit MP 
= PM = *, & AP =j, erit arcus MAM = 
*fdx\'(\-{-pp) , pofito dj = pdx. Qtiod fi jam longitudo curvaf 
D A D ponatur = 2 b ; arquatio intcr x & j ita dcbct efle com- 
parata , ut fornuila intcgralis fdx y/ ( 1 -\-pp) fiat = b , pofito 
x = 4. Porro arca M A M fit = ifxdy = ifxpdx ; quae 
fiat = 2//, cafu quo ponitur x = *i ita ut tum fit fxpdx 
= ff Hxc vcro arca non ipfa cft data, fed ea cum area 
NDDN datum fpatium producere dcbct quod fit = tcc. 
Si igitur ponatur DN = ctitaz ff=- cc, & * = 

1 c —- f f =z cc —f*JA* 9 pofitox = Dcniquc ccntrum 

graviratis rotius fpatli N D A D N a pun&o A diftabit intcr- 
vallo = Ajy« + '»(AC+iQ ^ pofito poft intcgratIonem 

C C 

x—di infra punttum C igitur ccntrum gravitatis fitum erit 

> mt „ vM AC C c c — ) — > M —fxjpdx 

c c 

dcbet efle maximum. Cum vcro f\tz~ cc f*t ix -- t maximum 
eflc dcbebit h*c forma A C fxpdx— £ + e -&& — Uhdlf 

J r 24 * 2a 

—fxjpdx. Problema itaque hucrcdit ut, inter omnes curvas 
ejufdem longitudinis datar abfcifla: DC = * refpondcntes , defr. 

niatur ea in qua fit harc exprelfio hfxpdx-\- c -^ fxpdx — 
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~~ a (fxpdxy — fxjpdx maximum, cxiftente j — h , pofito 

x =rf. Jam quia longitudo curva? cft ~fdx v ; ( 1 -f-/?) > 

erit cjus valor diftcrcntialis = — d. — ~ — . Deindc for- 

mubc fxpdx valor diffcrcntialis cft = — </x, & valor diffc- 
rcnrialis formula? fxjpdx — xpdx — d. xy = — y dx. Hinc 
totius cxpreffionis , quar maximum e/Tc debcr , valor dirtcrcntia- 

lis prodit = — hdx~ c -jdx dx+jdxy qua? , ob h & 

ff conflnntcs non dcterminatas , tranfit in hanc kdx+jdx; ubi 
k cft conflans arbitraria. Quocirca prodibit ifta a?quatio pro 

curva quarfita kdx + jdx = — ggd. - ^ ^ ^ » 9 uaf » P cr 

/ multiplicara & intcgrata, dabit *» + 2*7 -h^ = ■ - ^ • 

quam curvam conftat eflc Elafticam , mancbitque ca invariata» 
quemcunque valorem obtincat quantita» c c Qua?ftioni ergo 
propolira* ita facisfiet, ut per data puncla D & D curva Elafti- 
ca traducatur , cujus axis fcu diametcr orthogonalis ftt rccla ver- 
ticalis AC, & cujus portio DAD datam obtineat longitudinem 
tb \ hocquc pado, Solutio omnino crit determinata, unicaque 
curva fatisfaciens rcfultabit. Quod autcm quantitas fpatii 
N D A D N = lcc , de cujus ccntro gravitatis quarftio eft , pror- 
fus ex computo excefferit, id quidcm facile prxvidere licuiffct; 
quo pado , Solutio multo facilior cxtitiflet. Verum dara ope- 
ra hanc condirionem , etfi inutilcm , adjecimus , ut modus pa- 
tcrct alia iftiufmodi Problcmata , ubi talis rcductio locum non in- 
vcnit, refolvcndi. 

SCHOLION U 

»5. Sic igirur expofita cft univcrfa Mcthodus maximorum 
& minimorum indeterminata , qua linea curva qua ri fo!cr ma- 
ximi minimive proprierarc quapiam pradita. Iftaque Methodus 
tota pcrducia eft ad invcntioncm valorum diftcrcr.tialium , qui 
ex unius lantum applicaue incrcmcnto oriuntur. Scilicct li Pro- 

H h a blema 
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blema pofblet , intcr omncs omnino curvas ad candem abfcif- 
fain rclatas , eam in qua exprcffio qusrpiam indcfinita maximtim 
minimumvc olnincat valorcm ; tum iliius exprcliionis quarrendus 
efr. valor ditfcrcnrialis ; qui nihilo aequalis poiitus dabit aequatio- 
ncm pro Curva quafita. Quod fi autcm , intcr omncs curvas 
qu •- una pluribufve proprietatibus ccmmunibus gaudcant , cam 
dcrmiri oportcat, in qua valor cujulpam expreffionis propofita; 
fiat maximus vcl minimus ; tum , tam lingularum proprictatum 
communium , quam maximi minimivc , exprellionis quari dc- 
bcnt valores diffcrcntiales, hiquc finguliper conllantcs arbitrarias 
multipli» ari , quorum produclorum fumma nihilo aqualis pofita 
dabit arquationcm pro Curva quarfita. Ad valorcm autem dil> 
ferentialcm cujufque exprcflionis indcterminata? invcniendum , 
Regulas in fuperioribus Capitibus furHcientcs atque admodum 
facilcs tradidimus. Ejufmodi cnim exprcffio indetcrminata , fivc 
propricrarcm communcm continens, fivc maximum minimum- 
vc, pcrpctuo vcl eft formula inregralis fimplcx, vcl fimctio dua- 
rum pluriumve hujufmodi formularum intcgralium. Quod vero 
ad formulas integrales fimplices attinet ; in Cap. I V §. 7 prar- 
ccpta cxpofuimus, quorum ope cjufmodi formularum valores 
dirTci cntialcs reperiri queant ; ubi hanc indagationem ad quin- 
quc cafus reduximus. Quemadmodum autem fecundum harc 
cadem prarcepta , cujufcunque functionis duarum pluriumve for- 
mularum intcgralium iimplicium valor differcnrialis conveniens 
definiri queat, id in ejufdem Cap. IV, Propofitionc 4, indi- 
cavimus , modumque diffcrcntiationis fimilem atquc fatis faci- 
lem cxpofuimus: ita ut in hoc generc nihil fupereffe vidcatur, 
quod infupcr fit adjiciendum. 
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■ De Curvis Elajficis. 
I. 

JAm pridcm fnmmi qutque Gcometra? agnoverunt , Metho cfi 
in hoc Libro traditar non folum maximum eiie ufum in ipfa 
Analyli , fed ctiam eam ad rcfolutioncm Problcmatum phyfico- 
rum ampliflfimum fubfidium afTerrc. Cum enim Mundi univer- 
fi fabrica fit fjerfedilfima , atque a Crcatore fapicnti/fimo abfo- 
lura , nihil omnino in mundo contingit , in quo non maximi 
minimive ratio quxpiam cluccat : quamobrem dubium prorfus 
eft nullum , quin omnes Mundi erTeclus ex caufis finalibt s , 
ope Mcthodi maximoruro & minimorum arque feliciter dctermi- 
nari queanc , arque ex iplis caufis eihcientibus. Hujus rei vero 
palfi n tam eximia exraot /pecimma , ut ad veritatis confirma 1 - 
tionem pluribus Exemplis omnino non indigcamus j quin po- 
tius in hoc erit elaborasdum , ut.inquovis Quxftionum natura- 
lium gmcre, ea inveftigetur quantitas , quae maximum minimum- 
ve ind.iat valorem : qttod ncgotium ad Philotophiam potius 
quam ad Matheftn pertinere vidctur. Cum igitur duplcx pa- 
teat via etfcctus Niturar cognofcendi ; altera pcr caufas cif.c'c:i- 
tes , quar Mcthodus direSa vocari fo!et ; altera caufas finalcs ; 
Mathemaricus utrlque pari fucceflu utirur. Qiiando fcilicet 
caufa? efnVicntcs nimis funt abfconditx , finales autcm noftram 
cognirioncm minus effugiunt; pcr Methodum indirectam Quarf- 
tio folet refolvi : e conrrario aatem Mcthodus dire«5ta adhibc- 
tur , quotics ex caufis erficientibus crTectum definirc licet. In- 
primis autcm opera eft adhibcnda, ut per utramque viam ad rus 
ad Solutionem apcriatur: fic cnim nonfolum altcra Sohitio pcr 
alteram maximc confirmatur, fed etiam ex utriufque cor r cni.i 

H h $ fum* 
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fumm am pcrclplrnus voiu^ratcm. Hoc <r.odo, «inttrra firls 
ilu catexue fuipcnfx duplici via eft eruta ; alrera a priori , cx 
foliicitationibus gravitatis i altera vcro pcr M.thodu n -n.-vi.na- 
rum ac minitnorum , quomam funis ejufmodi oir.a u am reci- 
peredcbcrc imclligcbarur, cujus ccntrum graviiatis iiiH.num ob- 
tincrct locuffl. Similiter curvatura radiorum per mcdium dia- 
phanum varix dcntiratis tranfeuntium , tama priori efl dctermi- 
ruta , quam ctiam cx hoc principio , quod tcinpore breviffino 
ad datutn locum pcrvenire debeant. Plurima autem a!ia fimilia 
Cxempia a Viris Celcbcrrimis BeRNOULLIIS, aliifque, funt 
prolata , quibus tam Mcthodus folvcndi a priori , quam cogni- 
tio caufirum crHticntium maxima accepit incrementa. Qjan- 
quam igltur, ob harc tam multa ac praeclara fpccimina, dubium 
riullum rclinquirur , quin in omnibus Uneis curvis,quas Solurio 
P oblcmarum phyfico-mathematieorum fuppeditat, maximi mini- 
mive cujufpiam indolcs locum obtincat ; tamen fxpenumero hoc 
ipliim maximum vcl minimum difficillimc pcrfpicitur ; etiamfi a 
priori Solutionem crucrc licuiffer. Sic etli figura, quamlamina 
c laftica incurvata induit , jam pridcm cft cogniia ; tamen que- 
madmodum ea curva pcr Mcthodum maximorum & minimo- 
rum , hoc eft , per cauias finalcs , invcftigari poffit . a ncmine 
adhuc cft animadverfum. Quamobrcm cum Vir Cclebenimus, 
arque in hoc fublimi naturam fcrutandi gcncre pcrfpicaciffimus , 
Daniel Bernoulli mihi indicaflct fc univcifam vim, quar 
in lamina claftica incurvata infit, una quadam formula quam 
vim potentUUm appcllat , comple&i poffe ; hancquc cxpreffio- 
ncm in curva Elaftica minimam cflc oportcrc i quoniam hoc 
invento Mcthodus mca maximorum ac minimorum hoc Libro 
tr.:dita miiilice illuftratur , cjufque ufus ampliifimus maximc evin- 
cit::r ; hanc occafionem cxoptatiifimam prartcrmittcre non pof- 
fum, quin, hanc infignem curva: EUftica? propricratem aCeleb. 
H E. R SOULLIO obfervatam publicando , limul Mcthodi mear 
ufum darius patefaciam. Continct cnim ifta proprieras in fc 
diflfercnr : a'ia fccundi gradus , ita ut ei evolvendx Mcthodi Pro- 
blcuii ifopcumctricum foivcndi antc traditae non fujikiant. 

a. Sic 
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2. Sit AB lamina Elaftica utcunque incurvita ; vocctur ar- r> . 
cu$ AM=j, & radias ofculi cun x M 11 — : arque, fe- 
cundum BeRNOULLIUM , expt imctur vis potcn:i.tlis in la- SJJjjfe, 

minx portionc AM contenta hac formula f-~ , fiquidem Lv "J?j, t . 

mina fit ubiquc xqualitcr craffa , lata Sc claftica , atque in ftatu 
naturali in directum extenfa. Hinc ifta crit curvx AM indo- 
les , ut in ea hxc cxprelfio omnium minirnum obtineat valorem. 
Quoniam vcro in radio ofcuii R dinercntialia fccundi gradus 
infiint , ad curvam hac proprictatc praditam dctctminandam 
quatuor opus erit conditionibus, id quod cum Qtixftionis natu- 
ra apprimc convenir. Cum cnim pcr daros terminos A & B 
infinitx laminx Elafticar exquc cjufdem longitudinis inflcciti que- 
ant , quxftio non erit dctcrminata , ni(i prarter duo pun&a A & 
B > fimul alia duo punfta , feu quod codcm rcdit pofitio tan- 
gentium in pun&is cxtrcmis A & B prarfcribatur. Propofita 
namquc lamina Elaftica , longiori quam eft diftantia punvtorum 
A & B ; ca non folum ita incurvari poteft , ut intra tcrminos 
A & B contincatur , fed ctiam ut cjus tangcntcs in pundtis hif- 
ce datas teneant dirediones. His noratis ; Quxftio dc inve- 
nienda curvatura laminx Elafticx, cx hoc fonte rcfolvenda, ita 
dcbct proponi: */, inter omnes cnrvxs cjnfdem Ungitudinis , au* 
non folnm pcr funCia A ejr B tranfeant , fid etidm in his funfiis 4' 
refiis foftticnc daiis tangantur , dcfmatnr ca i* qna ftt v.tUr bu~ 

jus exfrejfonis f minimus. 

j. Qjiia folutionem ad coordinatas orthogonaics accommo- rig 2 _ 
dari convcnit , fumatur rc«5b quacunque A D pro axe , in qua 
fit abfcifla AP=jf, applicata P M = j ; ponatur , uti Metho- 
dus tradita jubct , dj = fdx 3 dp~ndx ; erit elementum 
curvx Mm = d s = dx y/ ( 1 -h ff). Primum crgo quia 
curvx , cx quibus quarfita crui dcbct , ifopcrimerrx ftatuuntur , 
habcbitur ifta expreffio confideranda fdx /( 1 + fp} , qnx 
cum gcncrali/Z^ comparata hunc prxbet valorcm d Lrkrentiak m 

1 



• 
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' d. —L r. Dcindccum fit radius ofculi = ^+^** 

= Ci_+J£2_ — fi, formula/ ~r , qua- mtnimum c(Tc de- 

bct, abitin/—^^— . Comparctur ha?c cum forma gcnc- 
(*+/•/>) 1 

rali /Zdx; erit Z = — , & pofito </Z = A/Vx + 

O +/>/>)' 

Ndj + Pdj>+QJ f , erit A/ = o, iv=o, P = — U% 

(i + ,/>) 7 

cV Q — ^ — - . Valor crgo dlrTcrcntiars cx hac fbrmu- 

O+//0 v 

Uf ,,?// < ,. a oriundus , crit — -/ + *f ?. Qtuunobrcia 

rro curva quxfita ha?chabcbitur xquatio , </. -7-7-^ ; 

= — > pcr</x multiplicata & intcgrata , dat 

7(7+77) + c ~ P — 2~c m MukipUoctut hxc a*quatio pcr 

f <<*=<*/, wprodcat v( V+ (/) ) + G ^ = P ^ ~ 
Cumautem, ob A/=o & #=0 . fit dz — Pd/> + QJf 1 
crit P<// = ^2 — Q/f» quo valorc loco P dp fubftituto, 

cmcrgct ~jr pl +Cd, = dZ — Qd f —' f dQ mi qu* 
dcnuo intcgrata dat «^C 1 +//) + C/ + y = 2 — 

Jam cum fit 2 = ? - — , & _L-= - 9 — rri , crit 

(i+/>/>) v ^_ ('.+>/) 

« v' ( 1 +//) + C/+ y = gL -rr z ' Sumantur conftan- 

(1 +/>/-)<• 

tcs arbitra ia* *, C , & y ncgativc, critquc </ = ( 1 + // )* : 4 

xv'0 
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dp 

dx 



Xv / («v / (i+//)+G/ + y)='^. Hincergo clicitur fc 



qucns arquatio 

dx = LL 



Dcindc ob d y = pdx , habebicur quoquc 

4, = tix i 

qua? dua-a-quactoncs furhccrent ad curvam per quadraturas conf- 
trucndam. 

4. Harum formularum fic in gencrc fpcdtatarum neutra cft 
intcgrabilis ; combinari autem certo quodam modo poflunt , 
ut aggregatum integrationcm admittat. Cum cnim fit 
d gy/CgvO+f/^+fr + v) , Jp(C — yp) 

crit »v'CWC.+/7) + g'+-v) ==Cx __ y7 +/< 
(i + ^) 1 '. 4 

niam axis pofitio c(t arbitraria , conftans f fine defe<5hi ampli- 
tudinis omitti poteft. Deinde vero ctiam axis ira mutari poteft 

hinc etiam tuto y nihilo rqualis poni poteft , quia nihil impe- 
dit , quominus iila nova abfcina per x cxprimatur. Hanc ob 
rcm j habcbimus pro curva Elaftica iftam arquationein 

aVO^O+Z/ )+C/)=G*(i +// >' ; 4 j quat, fumptis qua- 
dratis , dat 4« V ( 1 +//) + 4C/ = C ** V ( 1 +//)• Sit, 



ad homogeneitatcm introduccndam , * = ~ & € = 

erit »**/ = (*»* * — «m*) v 7 ^ 1+//), unde 

= (* * x x — maa) % ( 1 +//)» idcoquc / = . . . 

TT-.V^* --^-^ — = Mutatis crgo corulan- 

V ( » (««xx maa) ) dx 0 

tibus , atque abfciitam x data conftante five augendo five mi- 
nuendo ; habcbitur hujufmodi xquaiio pro curva Elaftica gcneraiis: 
Eiikri Di Aiax. & Mi», Ii d$ 
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J , -= r^+gvH-vxyWv cx ua or ; tur 

v# — — ~ — ; cx quibus arquatio- 

nibus confcnlus hujus curvac mventa? cum curva Liaitica jampri- 
dem eruta manifefto cluccr. 

5. Qio aurern iftc confenfus clarius ob oculos ponatur, naru- 
ram curva? E!~fticx 3 prlori quoquc invcftigabo; quod etfi jam 
a Vito fi mnio J.tcch Bernoullio cxcellcntiflime eft fac- 
tum ; lamen , hnc idotiea occalione oblata , nornulla circa indo- 
lem cunaum E'att:carum , carumque varias fpecies & figuras 
adjtciam ; quaf ab aliis vcl prancrmifla. vci lcvitcr tantum pcc- 
traftata efle vidco. 
Fi g . 3. Sit lamina E!al : !ca AB in B ita muro feu pavimenro firmo 
infixa, ut harc evtreinitas B non folum firmitcr rctincatur, fcd 
ctiam tangcntis in B politio dcterminetur. In A antem lamina 
conncxam h.beat virgam rigidam AC, cui normaliter applica- 
ta fit visCD —P> qua lamina in ftarumincurvarum BM Are- 
clipatur. Sumatur hatc rctfta A C produfta pro axc , ac , poiita 
AC = f, fic abfcida A P = x, applicara P M =y. Quod 
fi jam lamina in M omncm c!a(Ucirarem fubito amittcrct, ac 
pcrfeclc flcxiiis cvadtret; a vi P utique inilcc~teretur, intlexio- 
nc profivifccntc a vis P momento = P(c + x). Quominus 
ergo hac in lcxio a&u fcquatur, clafliciras laminarin M in arqui- 
librio conliflit cum vis follicitantis momcnto P {c +-x). Elaf- 
tic!tas autem primo ab indolc materiar cx qua lamina conftat , 
& quam ubiquc candcm ftatuo, pendct ; tum vero fimul ab in- 
curvarione laxinx in punifto M , ita ut fit rcciprocc proportio- 
nalis radio ofculi in M. Sit crgo radius ofculi in M = R 

= — 4^ri cx\!\<:mc <ts = </ (Jx* +Jj M ) Sc canton- 

— — d x ti dy 

tc; atquc exprimat -^- vim Elafticam laminar inM, quarcum 
mcmento vis foliicitantis P(c + x) in arquilibrio confiftat. ita 
ut fit P C* + x ) « ^= zzl^f^±h! t ^quatio hrc 

per 
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per ix multiplicata fir inregrabilis , critquc integtalc 
P ( + cx +/) = rr undc orlcur 

Dino convenic cum ca , quam modo pcr Methodum maximo- 
rum ac mintmorum cx principio B:rn6HliiMH0 clicui. 

*. Ex comparationc hujus arquationis cum ante invenra , dc- 
finiri poteric vis qua? requiritur ad ditam la nina? curvaturam 
inducendain ; fiquidem curvacura contincatur in arquationc ge- 
rtcrnli invenra. Tencat fcilicec lamina claftica figuram AMB, 
cujus nacura exprimarur hac acquacione 

J y ( *- 4 - g v + vxx ) Jx . — . , 

a J — ..■ , ♦ — zr/~r -» — •' expnmat vcro Ekk 

hujus lamina? clafiicirarcm ablblucam, ita fc tlicet , uc Ekk , in 
quoiis lo.o, per radium ofculi divifa praebcat vim clafticam 
vcram. Ad compararioncm inftituendam multiplicctur nume- 
rator & dcnominator pcr -£AA 9 ut habeatur 



a a 



<0 = m^+G^JcxJ^ . Nuncerg0 

eric— JP= _ Pc== KW. LU« . 

«•* aa J a ,1 

ideoque vis CD follicitans aas "— LL\5.y« intcrvallum AC 

a a 

^'^fy' & conftans/= 

7. Ut igitur Iamina claftica A B altcro termino B muro in- 
fixa incurvccur in %uram AMB , cujus natura exprimicur hac 

ha?c lamina follicitctur in dircctionc CD normali ad axcm AP, 
fumpta diflar.tia A C = -^- , a vi C D = ZZllLKy . quat 

vis icthcct m tuagam contrarum , ac hgura indicat, dirigccur , 

I t a fi 
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Bkk 

fi y fucrit quantitas pofitiva. Quia arquivalct momcnto 
vis follicitantis , expreffio homogcnca crit ponderi fcu vi 

purar i qua? vls proptcrca cognofcctur cx elafticitate laminar. 

Sit ha?c \ls ~ F i atquc crit vis fle&cns C D ad hanc vim F 
irt — 2 y ad i ; crit cnim y numerus purus. 

8. Hinc porro definiri poteft vis ad lamina* portionem B M 
in ttatu fuo confcrvandam requifita, fi portio AM prorfus rcf- 
cindatur. Rcfciffa hac portionc A M , dcfinat lamina Elaftica 
in virgam rigidam MT omnis flexionis cxpertcm, quac autcm 
cum lamina ita fit connexa , ut pcrpetuo tangcntcm in pun<5to 
M rcfeiat, utcunquc lamina inclinctur. Hoc pofito, cx ante- 
cedcntibus manifeftumeft, ad confcrvationem curvatura? BM 
rcquiri ut >irga MT in punfto N trahatur in dirc&ionc ND 

vi qux fit asa tMhsy ; dire&io autem ND erit normalis 

a a 

ad axcm A atquc intcrvallum A C crit = ~ . Diftantia 
itaquc MN fict = £ CP = ^. g+*r* = (£±lgO* 

1 dx ix 2y Zydx 

cft vcro^== VC)4 _ u +c x '+ yxx/ y Q^od fi h*c 

vis N D =s rcfolvarur in normalcm NQ. ad tan- 

gcntcm MT , & tangcntialem N T, crit *is normali* N Q_= 
~~ 2£ Hy, jjf t & vis tangentialis NT-= — 2E KKy, ^L, 

aa ds b ta ds 

p. Sin autem pars B M refcindatur , reli&a partc AM, qua? 
in dirccuonc C D follicitatur ut antc vi = ~ 2E ^Y ; a d 

aa ' 

curvaturam AM confervandam extremirai M, qua? conncxa 
intclligatur cum virga rigida tangcnte M N , foflicitari dcbcbit 

in puntto N a vi pariter =~^iii2T, f«J in direftone con- 

traria 
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fraria ei, quam cafu pracedenrc invenimus. Perpetuo cnimvi- 
res utriquc exrremirati laminx incurvata? aplicandx fe mutuo 
deftruere, atquc adco arqualcs & dire&iones oppofiras babcre 
debcnt. Alioquin cnim tota btmina movercrur , ad quem mo- 
tum compefcendum opus foret vi «Tquilibrium inter vires folli- 
citantes producente. Hinc ergo vires cuicunque portioni lami- 
nar rcicdx applicandx racillime definiri polfunt , quae jam in- 
duftam curvaturam confervent. 

10. Sit AM lamina Elaftica incurvata, quar in A le M an- Fig. 4 
riexas habeat virgas rigidas A D , M N , quibus in dire&ionibus 
dire&e oppofitis D E , N R applicarar fint vircs aequalcs D E , 
N R , quar in arquilibrio confiftcnrcs laminar curvaturam A M 
inducant , pro qua arquationem quarri oporreat. Primum crgo , 
pro axc fumatur re&a A P pef punclum A tranfiens , atque ad 
dire&i6ncm vis folliciranris ER normalis. Ponatur Elafticiras 
laminar abfoluta = Ekk : fitque anguIiCAD, quem tangcns 
AD in A cum axe conftituir, & qui eft darus, finus = m , 
cofinus = n , exiftentc finu toto = 1 , ita ut fit mm + nn 
= 1 . Vocctur porro diftamia AC —* , & vis fledtens DE 
= NR=P; ac, pofitis abfcilfa AP=x, applicata PM 
= y , natura curvar hac cxprimetur arquatione 

O-TrTrr^/.'^"^ V Qtfoni.»- 
J yf {JL P — J»* xx 4- $x -h/y ) ^ 

vero dirc&io tangentis in A datur , pofito x = o , fieri debet 
^ = ^ ; hinc crgo obtincbirur £ = - ^!^) = 

V(i *^mm) > & w = Dcterminatur ergo hinc conf- 

tans/, ita ut fit/= — ^-^, ideoque hinc tota curva 



tcrminarur. 

11. Ad curvaturam ergo fupcriori arquatione exprefiam la- n< ?k 
mina: A M inducendam , tangcnti A D in pun&o D , ita ut 

fit AD = , applicatam dTc oportet vimDE =F; cujus 

I i 3 direc- 
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dtre&io f r para^cla apnlicaris P M. Rcfolvatur h.re vis DE'n 
dnas larcraks Dd , D r\ inrcr fc normalcs; crit v : s D d =s= ?n 
& vis D f = P m, Qio jam confideratio rc£to? AD cx com- 
puto cxpellatur, loco vis Dd in datis punftis A & B fumpto 
jntcrvallo AB~f d \x vircs fubftitui poffunt , Aa — f\ 
Bb ~if\ normaVs paritcr ad vrgam AB , fumcndo f>b = 

Va. BD =*P ( — — /,), & f =/> + Qi J 'a dein- 

cc.^s pcrindc c'r , in quonam virgx AD pun&O applicctur vis 
tan^rntia s Df — mP, applicctur ca in ipfo pundto A ponen- 
do AF --= hP. Sit aurcm ru-c \is AF = r, ita ut lamina 
M A a rribllS viribus Aa^=^,Bb=y,cV:AF==r follicite- 
tur, a quibus , qualis incurvatio oriatur, invcftigcmus. 

12. Primo crgo, cum fit mP — r, crit P— — ,] qui va- 



cr 



lor fubftitutus in prioribus arquationibus dabif ph — s — — 



nhr „ i »r Tj. • » « — /> 

— , & q — p +• — -. Hinc cnt — = - r j ex qua arquatio- 

ne primumpoutioaxis AP innotefcit ; crit nempetangens anguli 

CAD= -H_ : hinc W = jr-rl — AT* ky t 

D.indc cx arquationc — ~= & 

( Cum autemfit/= =2^= ~ £_-' 

undc pro curva quarhra ifla obtincbitur xquatio 

* ( JTr^rW^ ~ % * — i * * V( rr 4- ( a - /> 1 * ) 



4* -= V '^^") 



Hic. Wtun arqtiatio maxime clt accommodata aJ modum ma- 

xime 
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x r me confuctum laminas inctirvandi , dum car vct forcipe vcl 
duobus digitis apprchend mtur ; quorum altcr laminam in d*icc- 
tionc Aa, a!tcr in d;;cc\irr.e Bb urgct, prxtcr qi:as vircs la- 
mina infipcr in dtredionc AF protrahi po^eft. 

13. Si vis tangcnti/ : s A F — r cvanefcat; incidct axis AP 
in ipfam tangentcm A F , produ&am , critque tinn 

Sin autem vires normalcs p & m fiant inrcr fc arquales; crit axis 
AP normaSis ad tangcntem AF, ob n = 0; & pro curva 
orietur ha?c arquatio 

, dx ( El k — hqx — 'rxx) 

7 \ { 1 b.k k (hqx~^rxxY^lhqx— \ rxxyy 
Hic fi prartcra fucrit r — o , ita ut lamira in pun<ftis A & B 
urgeatur a viribus arqualibus Aa , B b,contrariis tantum, natura 

curvx expnmcrur hac arquat.one dj = -— _ , 

quae integrata dat y = y 7 - F ^**^" 21±£ ; q U x eft pro Cir- 
culo , lamina crgo hoc cafu in arcum Circuli incurvatur, cujus ra- 
dius erlt = ?.M.. 

14. Cum igitur videamus non folum Circulum in curvarum 
Elafticarum daife contineti, fcd etiam in iplis infmitam varicta- JjjJJJ: 
tem Iocum habcrc; opcra? pretium crit hic enumcrationem om- t karu»t. 
nium variarum fpccierrmi in hoc curvarura gcnerc contcntarum 
inftituere. Hoc cnim modo non folum indoles harum curva- 

rum pcnitius pcrfpicietur ; fcd etiam , cafu quocunque oblato , 
cx lo!a fTguta dijudicare licebit, ad quamnam fpccicm curva 
formata rcfcrri dcbeat. Eodcm autcm modo hic fpecierum di- 
verfitatem conftituemus , quo vulgo linearum algibraicarum fpc^ 
cics, in dato ordirc contcntx cnumerari folent. 

15. iCquatio gcneralis pro curvis Elafticis .... 
di= J^ + Cx + yxxUx — inUio ab r cifrarum in 3XC 

per 
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per intcrvallum ~ promoto, cV pro — fcribcndo a a , fca po- 
ncndo y = i , accipict hanc formam limpliciorcm : 

'>=7fc ±*(?i:*.'y ™>* <♦-(•+»*>' 

= 0* — « — xx) + ponattir aa — « =^-=<v, ut 

fit « = ** — a, atqtie atqtiatto tranlibit in hanc formam 

'7 = j ( c t — xx y 2 ~~ -i^+^ Ql a arqranorc expn- 
matur natura curvar AMC, poiua abfcinTa AP — & appli- 
cata PM —7. Cum crgo lit C — o , dire&io \ is Jaminam E!af- 
ticam incurvans erit ad a>em A P in ipfo punclo A normalis , 
idcoque AD rcprxfcntabit direciionem vis foiiiciiantis , quae vis 

ipfa erit = i-^, cxprimcnte Lkk claniciratem abfolutam. 

16. Si ponatur x=o, erit ^ — ~r-^ a c — -i qu*cx« 

preflio pracbct tangentcm anguli qucm cur\a A M in A cum 

axe AP conftituit ; cujus anguli linus crit = ii^Tt— . Qi 1 *- 

rc fi fucrit aa = 00 , lamina in punfto A erit normalis ad axem 
AP, nullamquc hibcbit curvatuiam, proptcrea quod visincur- 

vans —~ * cvancfcit. Cafu ergo quo 4 = , prodit lamin.r fi- 

gura naruralis , hoc cft linea rc&a : quar crgo primam fpccw m 
lincarum Elafticarum conftiruit , quam reprxfenrabit rccta A B 
utrimquc in infinitum producta. • 

17. Antequam rcliquas fpccies cnumeremus , convenict in ge- 
ncre circa figuram Eiafticar quafdam obfervationes inftituerc. In- 
telligitur autcm angulus P AM . quem curva in A cum axc AP 
conftituit, dccrcfccrc, quo minor cvadat quantitas aa y hoc cft 

ano nugis vis incurvans i£ii imendatur. Atque f. evadat ,* 

=?cc, tum axis AP ipfc cur.am in A tangct. Quodfiau- 
tem fuerit aa < tc, tum curva A M, qua> adhuc dcorium excur* 
repat, nunc furfuw ycrgct, quoad fiat 44 == { ct\ quo cafu 

tapgcas 
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tangens cutra? in reclam Ab incidcr. At fi fiat 44 cc , tum 
angulus P A M prorfus fict imaginarius , idcoque in A nulla 
cxiftct curvas portio , qui diverfi cafus fpccierum varictatcm 
conftitucnt. 

18. En : arquatione ponro inrclligitur, quia formam fuam non 
mutat, ii coordinatarx & j amba? ncgativa? ftaruanrur, curvam 
circa A ramos habcre fimilcs & arqualcs A M C & A m c al- 
ternatim di.jrofito* ; itaut in A fit pundtum flexus contrarii,- un- 
de cognitacurvx portione AMC, fimul ejus conrinuario Amc 
ultra A cognofcctur , quippe qua? illi cft fimilis & aequalis. Sic 
fumpta A a — A P , crit quoque p m = P M. Rcccdcndo 
autcm ab A , curva urrimque magis ab axc rcclinarur, doncc 
fumpta abfdlfa = A E = c , applicata E C curvam tangat; nam- 

que pofito x = <•, fit = 00 . Pcrfpicuum auteyn eft abfcif- 

fam x ultra A E = c excrcfccre non poiTe ; alioquin cnim 

fierct imaginariura j hinc ergo tota curva continebitur in- 

tcr applicatas cxtremas EC & ec, ultra quos cancellos cgredi 
non queat. Jam ergo gcneratim cognitos habemus binos cur- 
xx ramos A C & A c utrimque ab A ufque ad canccllos pro- 
tenfos. 

ip. Vidcamus crgo quonam curfu curva ulrta G & c pro- 
grcdiatur. Hunc in finem fumamus re<5tam C D ipfi A E paral- 
lclam pro axe, ac ponamus has novas coordinatas CQ_=/, 
Q^M = «; eritquc t + x = AE = CD — c ; & j + m 
= CE = AD = £; unde dt x — c — / & j =i — u s 
feu dj = — du. His valoribus fubftiruris , orierur aequatio 
pro curva inter coordinatas C Q_= / & QjM = * , quat crit 

*• = v.u:='/£"-*»+»r Hicprtaumpate,. 
fi fumatur / infinitc parvum , forc du = > idcoque* = 

* V — > qu# arquatio indicat curvam ultra C fimili modo ver- 
Euleri Dt M4X. & Mm t K k fus 
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K\s N progrcdi incipcre , quo cx C ad M extenditur. Arh* 
bigukas autcm figni i/ in dcnominatorc arquationis luculenter 
dcclarat, applicatam u arquc ncgative accipi poffe atque arfirma- 
tive: unde manifcftum eft, rcctam CD efle curvse diametrum, 
atque adco arcum CNBiimilem & iqualem forc arcui CMA. 

10. Simili autem modo rcdta cd, cx altcra patte axi AE 
pcr c paraMcla du<fta , erit curva; diamcter ; proptcrca quod ra« 
mus A c b fimilis & xqualis cft ramo A C B. In punctis ergo 
B & b , erunt quoquc puncta flexus contrarii omnino uti in A ; 
unde curva fimilitcr ultcrius progrcdictur. Habcbit crgo cur. 
va infinitas diametros CD , cd. &c intervalio codcm Dd a 
fe invkem diftantcs ac parallelas inter fc > bancque ob rem cur- 
va conftabit ex infinitis partibus inter fe iimilibus & arqualibus ; 
atque idco tota curva cognofcetur, fi unica tantum portio AMC 
fuerit perfpecW 

i u Quia in A elt punclum flexus contrarii, ibidem erit ra- 
dius ofculi infinitc magnus ; id quod cx ipfa curva? natura pa- 

tct. Cum cnim curva in A follicitetur a vi = in direc- 

a a 

tione AD; erit in quovis loco M , fi radius ofculi ibi ponatur 
= R, cx natura dafticitatis ^&x — .unde fit R = 

In punfto ergo A radius ofculi eft infinitus; at vcroin 

punftis C» c, ob AE = Ac = c , crit radius ofculi=~ i 

2 Q 

in his fciUcet locis maxime a refta B A b remotis curvatura cft 
maxima. 

a*. Etfi autcm pro pundo C conftat abfcifla AE.= < 
tamen diftantia E C nifi pcr integrationem aequationis 

' y/(cc X K ) ( 2 4 « CC+Xx) * " P UltU * 

enim poft integrationem ponatur *=/; valor ipfius y dabit 
diftantiam CE, quae bis lumpta praebebit diftantiam AB, feu 
intervallum Dd, inter diametros interjaccns. S.miii modo 

iniet 
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inregfatione* opus erit ad lamina? incurvat* A C Jongirudincm 
determinandam. Cum enim pofito arcu A M = s , fit 

Js= ,~, £7— — ' T" — hujus integrale , pofito 

dabir longitudinem curva? A C. 
aj. Cum autcm iftar formula: intcgrationem non admittant; 
per approximationem valorcs inrervalli A D & arcus c urvae 
AC commodc exprimere nitamur. Ponamus in hunc fincm 

= eritque PM ^;^/ ^^ , 
& A M — s = /-77— ^ — v Eft vcro P cr fcricm J7T~ < 

— 4 " 4-8 « 4 ^4 8- 1 » * 

unde fict 

' = ?>< f + ♦ + + *<•> 

24. Quia autem ha»c intcgralla tantum pro cafu x==c de- 
fideramus ; quo cafu fit * = o , ea commode ope peripheria: 
Circuii exprimi poterunt. Pofita enim rationc diametri ad pc- 

ripheriam - 1 1 w, crhf d f — J g-g — f - 1 pofito 

poft integrationem x= f. Pari modo autcm fcquentU integra- 
lia ira dcterminabuntur , ut fit 

/* — a.4-5 <J a 

Kk x Hia 



• 



2 6o DECVRVIS 
His crgo integralibus in fubfidium vocatis , crit : 

, AC^^O+^* — +r^ i 4x4 + &c.) 

2U V 2.2 za.t 2.2.4. 4 4» 
Ex his crgo rcpcriuntur A D & A C ut fcquitur : 

Si itaque dctur AE=f, & AD=£, cx his aequationibus 
& rctta conftans 4. & longitudo curvae A C dcfinietur. Vicif» 
fim autcm cx data longitudine curvae A C , & rcfla / , pcr 
quam vis inficctens dctcrminatur , rcperiri poterunt refta: A D 
& CD.. 

SfKitt i j. Qnoniam igitur fpccicm primam conftituimus, fi in acqua- 
ticnc gencaU 4, = —-Li^ +^ ^ ftcm 

t = o , fcu -~ = oo, quo cafu linca rcfultat rcprxfcntans ftV 

rum Jaminsr Elafticar naturalcm i ad eandcm fpccicm primam re- 
fcramus quoque eos cafus, quibus c cft quantitas quamminima, 
ita ut pr.e * pro cvancfcente haberi queat. Qyia, ergo x ip- 
fam c fupcrarc ncquk j etiam x prar m cvancfcct , idcoquc ifta 

prodibit arquatio dy = ^ z ^. c > cujus intcgrale cil 

y = ~ Afin. ~ t quae cft arquatio pro curva Trochoidc in 

infinitum elongata. Fict autem AD = a qua ipfa cur- 

vas longitudo infinite parum tantum difcrcpat , proptcrca quod 
angulus DAMeft infinite parvus. Sit longitudo laminae ACB 

= a/, ejufque clafticitas abfoluta = Ek k 5 ob/= -^- , 

2 y 2 

crit vis ad hanc curvaturam infinite parvam laminar inducendam 

rcquU 
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requifita finita? magnitudinis & quidcm = -^>x ~. Scilicet fi 

extremitates A & B colligentur filo AB, hoc filum contrahi 

dcbcbit vi = 5&x *Z. 

// 4 

ad». Secundam fpcaem conftituat cafus, quoc>o, attamen fyfiesfi. 
f <a; fcilicct li c contincatur intra limites o & a. His enim a " hU 
cafibus angulus DAM rccto crit minorj eft namquc anguli 

PAM finus, fcuanguli DAM cofinus = * a cc . Hoc er- 

go cafu , forma linca? curvas talis ferc crit qualcm Figura c , 



reprarfentat. Quia igitur eft e <* a erit < j ; cum vero fic 



2</4 



~— > o , erit utiquc A C =/> unde * a <- -^- ; 

quarc vis, qua cxtrcmitates lamina: A & B opc fili AB ad fe 
invicem attrahuntur, major crit quara cafu pracccdcnte , ncm- 

p e> r/ T 



27. ln tcnia fpccic unicum comp!c&dr cafura, quo c=a, .^ r A ff 
quia hoc cafu axis AP curvam in puntfo A tangic : harcquc ttr ** 
fpccics iingularc nomen curvx Elaftica? rcctangular obtinuit. Erit 

, xxdx - , aadx . • • 

^ == > * = vT^^o 1 hoc,§1 ' 

tur cafu A D & A C ita fc habcburt ut fit : 

A C =/-= SS a ( , + l x t + £|x J+ gg£c ; +ftc> . 

A D — f _ — ( 1 — a -j x - - - x- - &c.).. 

Quanquam aurcm hinc, neque b > ncque/ per * accuratc affi- 
gnari potcft ; tarr.en alibi infignem relationcm irter has quanti- 
tatcs loc.m habcre demonftravi. Scilicct oftcndi efle aj>f~ ■ Traa, 
feu re&angulum ex AD & AC formarum erit acquaJe aree 
Circuli cujus diameter cft = AE. Reperictur autcm, cakulum. 

fubduccndo,proximc/= ^x-^, itaut fit a= 7^ ; hinc vis. 

Kk 3, qua 
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qua hminae extremitates A , B ad fe uwicem'' contrahi debent ; 
erit = yAx^inr. Propius vcro repcf itur/ = ^.i, 1803205, 

hincque* = ^j = ^x 1,1802205; unde io numeris puris 

crit f—== i,2ijoo5, & — =j ©, 854512* 

a a 

Specia a g. Si cp-d, orictur fpecics quarra , eoufque patens, quoad 
fiat A D — b = o i qui altcr limes ipfius c definictur per hanc 
«quationem : 

1 = llx* x 1£ + !^ X T X il + !^i^ x r x 4 +& c. 

pij, In hac ergo fpecie cum fit c > 4 ; curva in A fupra axem A E 
afcendet , angulumquc conftituet PAM, cujus finus erit = 

mox autcm vidcbimus hunc angulum PAM mino- 

rcm efle quam 40*, 41'; quoniam fi hunc valorem acquirit , 
intervallum A D evanefcit , quem cafum ad fpeciem quintam 

rcfcro. Hinc in fpccic quarta cominentur cafus quibui 

intcr hos limircs 1 & i,5?i858 comprehenditur. Harum au- 
tcm curvarum forma ex figura intelligituri dummodo notetnr, 

c c 

quo propius — ad pofteriorem limitcm 1,551 858 acccffcrit , 

co minus clfc futurum intervallum A D . coque propjus lami- 
nar tcrminos A & B ad fc inviccm adduci. Ficri ergo potcft 
Utlamina? gibbofitates m Sc R, item M Sc r, fc mutuo nonfo* 
lum tangant, fcd etiam intcrfeccnt, atquc hujufmodi interfc&io- 
ncr in infinitum multiplicabuntur, doncc omncs diamctri DC, 
d c coincidant , atque cum axc AE confundantur. 
Sjwirf 29. Hoc fi evencrit, orietur fpecies quinta, cujus naturahac 
cxprimetur aequatione intcr coordinatas AP = * & PM = ;> 

, (cc aa xx)dx , 

d y — ^ w U W )(ui^tf+»j • cx,ftcntc hac intcr 

4 & c relatione, ut fit intervallmn AD=*=o, ponatur 

cc 
2.1 4 
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~ 533 v , atque v ex hac «quationc inhnita definiri dcbct 

= SJ v + l±±l v * + *: 3-Jil- 7 „• + &c. 
1 13 T 2.244 ^2.2.4.46.*^ T 

Quarrantur primum pcr methodos cuique foiicas, vel kltem ten-- 
tando , Umitcs inter quos vcru* valor ipfius v contineatur , at- 
quc hujufmodi limitcs repcricnrur v = o, 8*4 &v = 0,828. 
Quod fi jam utcrquc fubfticuatur in arquacione ex crroribus bi- 
nis oriundis, concludctur candem fore v = o , 825934 = 

^i undcfit~-=i, 5518^8 & ( ^~- ■ =o,65it6Si quai 

cxpre/fio cum fit finus anguli P A M , cx Tabulis rcpcrictur 
hic angulus =40°, 41', ideoquc hujus duplum , fcu angulus 
M A N , erit = 8 1 0 , 8 Quarc fi laminat elafticar extremita- 
tes eoufquc ad fe invicem adducantur , ut fc contingant; tum 
curvam AMCNA formabunc, & ambas extrcmitaccs in Aan- 
gulum conftitucnt = 8 1 0 > 

30. Si ambar cxtrcmitatcs lamina* A & B, poftquam ad fe sfrdirf 
invicem fucrint addu&ar , au&a vi in plagas contrarias a fc in- 
viccm diducantur ; orictur curva hujus forma? A M C N B, quar * 9 ' 
fpccicm fcxtam confticuat. In curvis crgo ad hanc fpccicm per- 

tinenribus, crit |£ >o, 82 J5>34^ «a tamcn ut fit ~ <* 1. 

Quod fi cnim Gt cc = iaa orictur fpccics feptima mox cx- 
plicanda. Erit crgo in his curvis angulus PAM, qucm curva 
in A cum axc coniTituit major quam 40 0 , 41' , minor tamen" 

rccT»: cum cnim ejus finus fit = c c — , ob ct < a 44, uV 

nus ifte ncceflario cft minor finu toto ; nequc crgo angulus P AM 
reftus fieri potcft , nifi ponatur rr=i4i. 

31. Sit jam ec = 2 a*, quo cafu fpccies fcptima conftitui- Sfrrtfr 
tur, atquc natura curvae cxprimetur hac arquatione fittamt 

, ( aa — — xx) d* .... . 

ay = * c* colligitur , curvat ramos A 

& B infinitum extcndi ita, ut reda A B fiat curvar afymtota. % icfi 

Fict crgo uterquc rajnus AMC & B.NC irifinitus, id quod cx 

feric- 
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ieric fapra pro arcu A C invcnta intelligitur ; crlt enim 

;its (crici furr.ma cft in/Tnira. Quod fi igitur lamin* lor^rudo 
A C fucrlt finira — /, necefie eft ut fit o, hincquc etiam 
CD = f = o; lamina ergo. poftquam in nodjm fuerit in- 
curvata, hoc cafj'itcrum in directum extcndctur, adquam ex- 
tcniioncm optis erit vi infinita. Sin autem lamina fuerit infinite 
Jonga, curvam fbrmabit nodatam ad afymtotam Ali conver- 
genrcm, exiftcnre CD— c. ^Equario autem pro hac curva 
ope logarithmorum integrari potcfl, obtinebitur cnim 

2 X 

Aimptis abfcilTis * in ipfa diamctro D C; ita ut fit D Q = * , & 
QM ~y i cvanefcit cnim appUcata;', pofito x = CD^=r. In 
nodo autcm O applicata y pariter evanefcit: ad qucm locum 

invenitndOT.pon.mr **'"—"> — I '±£S=. Sit 

0 angulus cujus cofinus = * & finus = ^^ cc , cric 

^fin. 0 asa / tang. (45 0 + { 0 ) , quj logarithmus ex hyperbo- 
licorum gcnerc Jumi dcbet ; cujufmodi Canon li dcficiat , fuma- 
tur cx Canone vulgari logarithmus tangcntis anguli 45 9 -h±0, 
a cujus chara&criftica denarius aufcratur, fitque reliduum=«; 
quo fa&o crit xfin. 0 = «. 2, 30258509: iumetidis crgo itc- 
rum Iogarithmis vulgaribus , erit /1 -4- / fin. 0 = + 
o, 36*2156886, fcu / fin. 0 = la ■+• 0,061 1856950. Hoc 
artificio tcntando, mox vero proximus valor anguli 3>clicietur; 
unde porro per regulam ralfi verus valor anguli 0 , ex coque 
abfcifla .v = D O defitiicrur. Rcpcritur aurcm hoc modo an- 

gulus<p = 73% 14', 12*, undc prodit — = 0,2884191, & 

* ^ CC — ^-^— 0,9575042; angulus vcro QOM fit = 20 

— 90 — 56°, 28', «4*, idcoquc angulus MON = m*, 
5 6', 4$''. Cum igitur Jpcric quinta angulus nodi clTct 81% 2* '» 

ln 
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In f ecie fcxta angulus nodi M O N continebitur intcr limites 
8 i" , zi' & ni°, 5 5', 48'. In fpecic quarta autem iiquidcm 
dcrur nodus, erit cjus angulus minor quam 8i°, 22'. 

32. Sit jam cc > 2**, puta cc = za* +ggi crit a:qua- Sfrtf» 

tio pro curva , ob * 4 = — * 

. (** — ±cc — *rr)A* . . 

d y = v 1 — rr — -^- — ; > qua arquatione fpecies oc- 

tavacontinetur , Critqne , fi rcfta dDd repra-fcnrct directioncm r 's- 
vis follicita ;ris , x = D Q_ & y — QM. Primum crgo patec 
applicaiam y realcm cflc non poflfe , nili fit x $>g, tum vcro x 
non potclt excedere rectam DC •=(, unde fumpta D F = g , 
tota curva conttnebicur inter rcctas. ipfi dd parallelas perpunc- 
ta C & F dit&K , quar curvam fimul tangcnt. Perinde autcm 
eft utra reclarum c & g fit major, dummodo fuerint inaequales; 
arquatio cniin non variatur fi re&x c Scg intcr fc permutcntur. 
D-inde vcro hac cur\a quoquc habcbit infinitas diamctros in- 
ter fe parailelas DC,dc, dt, 9t qua» pcr fingula puncla G & 
H ducnntur reita; paritcr ad dDd normalcs ; nufquam autcm 
per totam curvam dabitur punctum llcxus contrarii , ideoque 
continua curvatura utrimquc in infinitum progreditur , uti figura 
indicatj anguli autem qui in nodis conftituuntur MON majo- 
res crunt quam 112°, 56', 42". 

33. Cum in hac fpecie non folum contincantur cafus quibus Sr««f 
gg **cc , fcd ctiam quibus^ >ff, unicus adhuc fupcreft ca- * 
fus quo c =g , quo quidem tota curva in fpatium cvancfcens , 
ob CF =0 , redigitur. Quod fi autcm utramque c & g fta- 
tua:nus infinitam, ita tamen ut eamm dirTcrentia fiat finita,cur- 
va finitum fpatium occupabit. Ad cam crgo invcniendam, po- 
natur g = c — zb> & x=c — h — / , atque ob c = 00 , 
quantitates h & / vero finitar , erit Lcc + {gg = cc — 2 c h; 
& xx — i c c — i gg^^ — 3 ct * tum vcro cc — x x = 
ic(h -f-f), & xx — gg~ *c ( h — t); cx quibus fcquens 

prodibit arquatio , dy = J(lnh T t) ' P r0 ^ cu ^ 0, I-amina 
Eulcti d5r M*x. & Mm. L 1 claftica 
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elaftica ergo hoe cafu in Circulum inctirvatur, uri fupra jam 
annotavimus j Girculus crgo fpccicm nonam atquc ultimam conf» 

tituet. 

34. His enumeratis fpcciebus , facilc erit pro quovis cafu obla- 
to aifignare , ad quamnam fpccicm curva formata pertincat. Sit 

E 'S: 12 « Jamina elaftica in G muro infixa , termino vero A appcndatur 
pondus P , quo lamina in figuram GA incurvetur. Ducatur 
tangens AT, atquc ex angulo TAP totum judicium erit pe- 
tendum. Si enim hic angulus fucrit acutus , refcretur curva ad 
fpcciem fccundam ; fin fitre&usad tcrtiam , eritque claftica rcc- 
tangula. Quod (i angulus T A P fucrit obtufus , minor tamcn 
quam 130% 41', curva ad fpeciem quartamjpertinebit; ad quintam 
autera fi angulus TAPfit =.130°, 41'; finautcm angulusTAP 
majorfucrit , curva fub fpccic fexta contincbirur. Ad feptimam 
vero pertincret , fi ifte angulusfieret duobus rc&is acqualis > quod 
autem nunquam fieri poteft. Hax igitur fpecies cum duabus fc- 
quentibus produci ncquit laminar immediatc pondus appcndcndo. 

f&j. JJ« Ut >g' tur patcat quomodo reliquac fpccics laminam 
incurvando produci qucant, laminae in B nxac, non immediatc, 
fed virgar rigidx A C cum laminae tcrmino A firmiflime conne- 
xx in C appendatur pondus P , quod trahat in directione CD. 
.Sit intervallum AC = A, elafticitas laminr abfoluta = Ekk y 
& anguli M A P qucm lamina in A cum horizontali conftituit, 
finus =a m. His pofiris, fi ponatur abfci/fa AP = / & appli- 
cata PM=;, rcperictur pro curva ifta acquatio 

, d tjmEkk — Pht — ^P/Q 

ajf ~ V(E l k+ — ( : mEkk—Pht — LPtt) i ) ' 

Ponatur jam CP = x = h + t , quo acquatio ad formam qua 

in divifionc fpccierum ufi fumus , reducatur ; crit 

Jx(mEkk + iPhh — [ Pxx) 

y VC^ l ^ + — (mEkk+LPhh — iPxxj') 
quae comparata cum fbrma 

. Jx(aa »+xx) 

J V(cc — xx)(2aa — cc + xx) 

fcu 
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« = "^i & • Pcc — l P.t =*= mEt i + 1 Pi*; cr S o 

36. Curva crgo ad fpccicm fecundam pertincbit, fi fueric 
— fT^+ hh <*o> fcuP<j — jlr^ ' n ^ cr S° angulus 
PAM fit ncgativus , vis P ncgativa elfe atque virga in C fur- 
fum trahi debct. Ad fpeciem tertiam curvarura pertincbir , fi 

P — 2 ™ — . Quarta autem fpccies prodibit fi fuerit 

imEkk+ Phh>o,&m\3\ vero %mEkk + Phh< i«Ekk\ 

exiftente« = 0.651 868. Sin autcm fit P = g IsZ=^Ll£tt § 

tum curva ad fpeciem quintam pertinebit. Quod fi vcro fiicrit 
Phh > 2 (a — ~) E**, fimul vero Phh <j 2(1 — -) 
curva ad fpeciem (extam eft referenda. Septimaquc fpecics pro- 
vcnitt, li Phh = i(i — m)Ekk. Odiava autem fpecies ob- 
tinebitur. fi Phh > 2 f 1 — m) Eik; quare fiangulus PAM 
fiicrit rcftus , ob 1 — m= o, curva fcmper ad ipeciem ofla- 
vam pcrtinebit. Species deniqucnona orictur , fi fucrit^=oo» 
uti jam fupra annotavi. 

37. Qnar antedefpecie prima funt annotata infervire pofTunt 
viribus columnarum dijudicandis. Sit cnim AB columna fuper 
bafi A veiticaliter pofita, geftans pondus P. Qiiod fi jam co- . 
lumra ita fir conftituta ut prolabi nequcat; ab oncre P, fi fiie- Fig ' n * 
rit nimis magnum , nil aliud crit metuendum , nifi columns in- 
curvatio ; hoc ergo cafu columna fpcclari potcrit tanquam t laf- 
ticitate przdita. Sir igitur elafticitas abfoluta columnar = Ekk : 
ejufque altitudo AB = atque fupra $.25 vidimus*, 

vim requifitam ad hanc columnam vel minimum inclinandam elfe 

= ^jf"~-"j Ekk > Nifi crgo onus gcfiandum P majus 

Ll 1 fit 
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ftquam E.^j-^, nulla prorfus incurvatio crit metuenda; con> 

tra vcro fi pondus P fucrit majus , columna incurvationi refifte- 
. rcnon poterit. Manente autcm clafticitate columnar, atquc adeo 
• c jus craffitic eadcm ; pondus P , quod linc pcriculo gcftarc valet , 
erit reciprocc ut quadratum altitudinis colun ;nx : columnaqoc 
tluplo altior quartam tantum oncris partem gel'arc poterit. Hvc 
ijjitur prsecipuc in uium vocari poflunt circa columnas ligncas . 
quippc qux incurvationi funt obnoxi.v. 
ghftidt*' 38- QiW autcm vis atquc incurvatio cujufque laminae clafti- 
uiat-fctu. caf a priori detcrminari qucat; nccelfe cft ut eUfttcitas abfolu- 
niUtltio * a > q 1131 ™ ha&cnus pcr Ekk exprcflfimus, fit cognita; id quod 
pn- expt. unico cxpcrimenro commode prcftabitur. Inngarur lamiraclaf- 
i!™* r ' ca un »fo rmis FH , cujus etafticitatcm abfolurain invclti^a-i 
oportet , altcro tcrmino F parieti firmo G K ; ita ut iltum tc- 
ncat hotizontalcm F H ; hic enim gravitarcm naturalcm negl ge- 
rc liceat. Alteri tcrmino H appcndarur pondus pro a^bitrio 
fumptum P, quo lamina in flatum AF incun etur. Sit longi- 
tudo lamina* A F — H F =/, re<fta horizonta'is A G = g , & 
vcrticalis GF = ^; qui valores omnes pcr cxpcrimcntum erunt 
cogniti. Comparetur jam harc curva cum xquatione generali 

i (ce aet — xx)dx 

* y/(cc kx)(2j4 — fc-f-xx) 

in qua fi fucrint a & c per/,£, h, dcfinita ; crit vis incurvans 

P= ideoquc elafticitas abfoluta Ekk = /- Paa. 

d y 

39. Qiiia jam tangens in F cft horizonralis , crit hic t* s o , 

ideoque x = v'a- — aa . Hinc crgo crit AG —g = \(cs — aa) , 
&aa — cc — ggi idcoquc 

pofito autem hic x—g> fieri dcbebit^ = GF = *, feu/= 

AF=/i cft vero ds= (cc-^)dx 

* \(cc xxj (cc 2^ + .vx) 

Jam fi pondus P fumatur valdc parvum , ut lainina paulif- 

r cr 
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per tarfrum deprimatur j tum erit c quantitas valde magna , 
ideoque erit proxime v(cc — xx) \ cc ^ lgg + xx) «= 



+ — ♦ , ideoque intcgrando quoquc proxime : 




Sitnuncx^^fietquc/^ — & b « |£ + 

Qyod fi ergo recta FG = ^ in ufum vocetur , erit cc — , 
& #4i = lk % tt~T >f„ / : unde elicitur elafticitas abfoluta 

E** = *** (a j'^"" 3 * ) i qui valor a vcro vix fenfibilitcr 

difcrcpabit, dummodo laminar curvatura non nimis magna indu- 
catur. 

40. Harc autcm clafticitas abfoluta Ekk primum pendet ab 
natura matcriar, ex qua lamina eft rabrefa&a, undc alia mate- 
ria rragis , ab'a minus clatcre prardita dici folct. Sccundo quo- 
quc ita pcndet a laminx latitudine, ut cxprcflio Ekk ubiquc 
latitudini !aminar debeat ciTe proportionalis , fi cetera finr paria. 
Tcrtio vcrum craffities laminar plurimum confert ad valoremip- 
fius Ekk dererminandum , quac ira comparata effc videtur , ut, 
ccreris paribus, Ekk fit ut craffitiei quadratum. Conjuniftim 
ergo tencbit cxprelfio £*irationcm compolitam cx rationccla- 
tcris inatcriar, latittidinis laminar fimplici, ac duplicata cralfiriei 
lamiruc. Hinc pcr experimenta quibus latitudincm & crafliticm 

L 1 3 nictiri 
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metiri iicet , omnium matcriarum elafticirates intcr fe comparari 
ac dctcrminari potcrunt. 
Dtc»™' ^ 1 ' Ql !cnia dmodum '§' tur ^^cnus laminae, cujus curvaru- 



ttn-ak. ram dcterminavi, elafticiratem abfolutam Ekk per totam lon- 
* r ;"' gitudinem conftantem pofui ; ita folutio cadem mcthodo pote- 
JSJJJk. rit abfolvi , fi quantitas Ekk utcunquc ponatur variabilis. Scili- 
/'< cct fi elafticitas abfojuta fucrit ut functio quxcunque portionis 
£ ' s *' laminar A M , qua; funciio fit = 5\ pofito arcu AM ~/i at- 
quc exiftentc radio ofculi in M = J?;.curva AM, quam lami- 
na induit , ita crit comparata, ut in ca, intcr omnes aliascjuf- 

Sds 

dcm longitudinis , fit /"^-^minimum. Solvetur ergo iftccafus 

pcr formulam fecundam gencralcm. Sit dj^—pdx\ dp — fdx; 
at dS = 7' d s , atquc , inter omncs curvas in quibus cft 
fdx^ ( i +pp) ejufdcm magnitudinis , ca dctcrminari dcbcbit, 

in qua fit / minimum. Prior forrnulayZkv / (i+//) 

(i+pp) 

dat pro formula dirTcrcntiali -j^ d. ^(T+TT)* Altera vcro 

f - s ^ Ax cum fZdx comparata dabit Z = Se " ■ . 

(i +/-/>)'* (i+PP) 
Cum igitur pofitum fit dZ~Ldn 4- Mdx + Naj + ? dp 

+ Qd*> n=/[*]</x, cW[Z] = [A/]^* + IN^dj 
+ [P]^icritL^n= i* r4t :undcL = ** r c .. »' 

d+f/)' 

dn—ds — dxsl( i -f^ji ideoque [Z] = V ( i +//)> 
£ A/] = o , [#]=©,& [Fj = ^ ( > 4 y Deinde vcro 

eft A/=o, tf = o, P=— Allil^ , & ^ = 

<i+M>) 



— j itautfit^=-24i£_ + 



42. Jam fumatur imegrale fLdx = / ??T</ *. a 

/ 
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> fit< i ue H c j us valor > fi P° natur * = <> cujus 
quidem conftantis d confideratio mox cx calculo rurfus cvanef- 

cet. Erit crgo V= H — /(T+TJT* : Unde valor difTe- 

rentialis fiet = — — [Pj ^4 . Quamo- 

brcm cx his duobus valoribus differentialibus nafcctur hxc 
arquatio pro curva quxfita 

& ? vrfm = + U+ m v ~ & ■ ■ 

qua; integrata dat 

ubi conftans H alias determinata in conftante arbitraria « com- 
prehendi potcft , quo ipfo conftans * cx calculo egrcditur. Id- 
circo crgo prodibit harc a?quatio 

43. Multiplicctur harc arquatio pcr# = ^*, atquc prodibit- 

Cum autcm &Jz= ft" + p<, /+ <y f , eritf ^ 
= <fZ — Q4j ii — j quo valorc fubftituto , 

(*+tpy 

emcrget xquatio integrabilis harc: 

~ <U+pp) / ' t*+M*Y ' "^e 1 * 1 * cft : 

«v'(i+tf;+c /+y =z--3?^^ fcu 



1 
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( 1 +PP) 

Q;io fignum inrcgrale tollamus, divifa stquationc per v'(i-t//>), 
ca denuo dirlcrcntietur > 

g/i ;> _V/ > , 2 q q d S zSqdq _ SSpqadp 

quar per ^T-J.ti multiplicati , prarbet : 

S rfg y/"// , qdS+Sdq iSpqdp ___ q , 

(*+Pp) (1+PP) 



cujus , ob df — ydx&dy— pdx, intcgralc crk 

S( t 

(i+PP?' % 



*+i l*~\ry + - — Sj ~—- 2 = o- 



At cft * — L-+££_ = radio ofculi R ; unde conftantes 

' * s 
C 8e y duplicando , orictur haec arquatio — - = « + Cx — yjr ; 

qti.r aquario apprimc congruic cum ca , quam altcra Merhodus 
dirc&a fuppcditat. Exprimct cnim * + Gx — yy momentum 
porcntix incurv antis , rccta quacunquc pro axc affumpta , cui 
momcnro utique arqualis effc dcbet claftickas abfoluta S pcr 
radium ofculi R divifa. Sic igirur non folum Ccleb. Ber- 
N o u l L 1 1 obfcrvtta proprietas Elafticae plenhTime eft evidta i 
fcd ctlam formularum mcarum difficiliorum ufus fummus in hoc 
Jlxemplo cft dcclararus. 

44. Si crgo curva fucrir data , quam lamina inapquabilitcr 
i- elaftica a potcntia CD — F, follicitata format; hinc elaftici- 
tas abfnluta latuinar in quovis loco potcrit cognofci. Sumpta 
ciim rexfta C P , quar ad dire&ioncm vis follicitantis cft nor- 
malis, pro axc, ac pofita CP = x, PM ~y, arcu curvae 
AN & radio oiculi in M =R , ob momcntum potcntise 

i 3 ad punclum M relatum=jPx; crit ^=Px; ideoqueclaf- 

tiikas abfoluta in pun&o M , quas cft S, = PRx. Hinc 

cum , 
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cum,data curva, in fingulis punftis dcrur radius ofculi J?,claf- 
ticitas abfoluta in quovis loco innotefcit. Quod C\ crgo ma- 
teria laminae , una cum cra/fitic , ubique fucrit cadcm , lati- 
tudo autem fic variabilis : quia clafticiras abfoluta latitudini 
eft propotrionalis , ex curva formata lacitudo laminar in fingulis 
locis colligitur. 

4J. Sit cx lamina elaftica cxcilfa lingula triangularis fAf, Fig iy. 
ubique ejufHem craHitici. Quoniam ergo latitudo m m, in quo- 
vis loco M , cft longitudini A M proportionalis ; pofira A M 
— /, cric clafticitas abfolura in M ut /. Sit ca = £7/; at- 
quc Jainir.a; tcrmino ff muro horirontalitcr infixo , appcndatur 
cufpidi A pondus P i quo lamina? rectamedia AF in curvamFmA fife <4 
incurvetur , cujus nacura quarritur. Pofitis autem in axc hori- 
zomaii abfdlfa A p - — x , applicata p m = y , & arcu Am = /; 

erit Px = ^, dcnotante R radium ofculi in m. Multiplice- 
tur hjee arquatio pcr dx , & ob R = ~^fj y > P°foo <** conf- 
tantc , erit Pxdx^ = f*™2 , feu^ + ^ = 0 . 
At, cum fit d. ^ = <jA^>J^ +dy== sd£U, + 

ob^, = ^, ct \zf s ^i^^-- r . m de intc- 

gtando habcbitur P - x ~ -+-4 = ^jj 1 + /• 

45. Sit dy = /</*, ctit dt — dx\<{ i+^), & po fi to 
^^fict.+^^-^^idcoqueeric-^^ , 
f mirti+tfl^VV + n* — #i qua: difTerentiata dac 

«^P . 'ixJxx / (x +pp) ttxip _ iy*J(\+pp) 

PPV(i+PP) cp WVT* +Fp) P 

- ?7vfT^-^^( x 4-//) =^=^. Hinc 
orinir ,= *t* d *£+ff) — 2£, Ponatur^ conftans, 
Eulcri Z?r cr A///r. M m ■ ac 
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. 2p x d Jx( I + p p) . 

ac differcntiando cnt — pdx = eJp - * 

o = cdxdp + 2 xddxii +pp) + ^x» ( i +pp) + 

cuius stquationis autcm rcfolutio ultcrior non conftat. Simpli- 

n . , — jJjy fx« 
ciffimaautem pro curva cft xquatio narc-' j- f = jj£ « 

quia enim pofito * = o , & j & j cvancfccrc dcbcnt , conftans 
4 dcbet effc = o. 

47. Hoc igitur modo curvatura laminae, five cequahter hvc 
inxqualiter elafticae, detcrminatur , fi ab una potentia follicite- 

ntkmi. lur; atque, quod prarcipue eft notandum , fi lamina naturali- 
tcr focrit in dircftum cxtcnfa. Quod fi enim lamina in ftatu 
*Jn J. naturali jam fuerit curva ; tum utique a vi follicitante aliam 
***** curvaturam induct ; ad quam invenicndam, prarter follicitationem 
Tv;<£' atque clafticitatem , fimul figuram cjus naturalcm nolfc oportct. 
Sit i^itur lamina claftica naturalitcr curvaBma, cujus quidem 
jb 16 elafticitas fit ubique eadem , = Eki ; quac a vi follicitante 
P in figuram BMA incurvetur. Pcr A ducatur rc&a CAP 
ad dircctionem vis follicitantis normalis, quae habeatur pro axe; 
fitque intervallum AC=f, abfcifla AP = x, applicata PM 

S y C rit momcntum vis follicitantis pro punfto M sa. 

p ( f 4_x). 

48. Sit porro radius ofculi curvar quarfitat in M = i?: fuma- 
tur in ftatu naturali arcus am = AM = /, fitquc in punfto 
m radius ofculi =r; qui ob curvamamB cognitam dabitur 
ner arcum /. In M ergo , quia curvatura major cft , radiui 
ofculi R minor cft quam r , atquc cxccifus anguli clementaris in 

M fupra angulum in ftaru naturali crit = — quicx- 

ccffus crit cffcclus a potentia follicitante produ&us. Quamorxem 

crit P(c + x) = Ekk ( ^-); quas cum r pcr / dctur, 

erit «quatio pro curva quxfita ; qusc autcm fic in gcncrc fpecfe- 
ta.ultcrius rcduci non poteft.. 

49- Po* 
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4P. Ponamus ergo laminam in ftatu naturali amB haberc 
figuram cireularem; erit r radius cjus circuii qui fit = *, undc 

fitP(f4-x) = £H(-^ ■ — ). Multiplicetur hxc arqua- 

tioper dx, & intcgrcturi orictur (ixx+cx+f) = 
"-— -^; — — : quae aequatio , fi loco c fcribatur c + j a bi- 

bit in ~ (ixJf + rx+/)= — qua? eft cadem a> 

quatio quam fupra pro lamina naturalitcr recta invenimus. La- 
mina crgo natutaliter circularii in cafdem curvas incurvatur , 
qua? lamina? naturalitcr redbr inducuntur : rantum fctiicet locus 
applicationis potcntiar , icu intcrvallum AC=f, pro utroque 
cafu fecundum datam lcgem variari dcbcbit. Eaedcm crgo no- 
vem fpccics curvarum prodibunt pro figuris, quas lamina natu- 
ralker circularis inducere poteft , quas fupra numeravimus. La- 
mina enhn circularis, fi intcrvallum AC capiatur infinitum , 
primum in lincam rcdam cxtendi poteft; tum quaecunque po- 
tentia infupcr applicata eundem praeftabit eftoftum , ac li fola Ja- 
mina: clafticae naturaliter reclae applicaretur. 

50. Ponamus autcm , quarcunque fit lamtnar figura naturalis, 
pun&um C infinite diftare ; ita ut momcntum vis follicitantis ubi- 

que fit idcm , quod per Eki divifum ponatur = ; erirquc 
JL=,-\- — ±- & 4- =4- + -. Hinc fiet/^==f 

+fil~ = amplitudini arcus A M ; ficuti f ~ cxprimit ampli- 

tudtncm arcus am; quemadmodum quidcm Cclcb. Joh. Ber- 
NOULLI hoc amplitudtms nominc in cximio Tradtatu Dc mo- 

tu reptorio uti cft folitus. Sit igitur -y"+J % arcus in circulo, 

cujus radius = 1 fumptus , qui ob r per s datum , quoque in 
s erit cognitus. Hinc autcm rcpcrientur coordinata: orthogo- 
naks x St y , ita ut fit 

Mm * 



1 



' i 7 6 D E C V R t 1 S 

undc curva quarfita pcr quadraturas conftrui poterit. 
Fi &- »7- 51. Hinc dctcrminari poteft figura amB, quam lamina in 
Htu naturali habcre dcbct , ut a notentia P in diroftione A P 
follicitantc in lineam rcctam AMB cxplicetur. Sumpta enim 
longitudine AM = /; eric momentum porentia? follidtantis 
pro puntto M = Psj radius ofculi autcm in M , per hypo- 

thcfin , erit infinitus feu -J- = o. Sumpto jam in ftatu natu- 

rali arcu am = /, pofitoque radio ofculi in m= r ; quia ha*c 
curva convexitate fua rectam AB fpe&at, in calculo prarcedcn- 

te poni debet r negativura. Hinc erit P/ = , feu r/ 

■=--44 ; qtne cft arquatio naturam curva? amB comple&ens. 

5a. Cum teitur fit — = — ; crit f— = fcu erit am- 

' 3 r 4 4 r 2.ia 

plitudo arcus a m ut quadratum ipfius arcus. Hinc coordinar» 
orthogonalcs x & y pro hac curva a m B ita definientur , ut fit 



x — fds fin. — , tky=fds cof. — : Scilicet incL-cuIo, cu- 



jus radius = 1 , abfcindi dcbct arcus = — , cujus finus& co- 

finus ad coordinatas detcrminandas afTumi dcbent. Ex co a*. 
rem quod radius ofculi continuo decrefcit, quo major capiatur 
arcus am =/, manifeftum cft curvam in infinitum non proten- 
di , etiamfi arcus s capiatur infiniius. Curva ergo erit ex ipira- 
lium genere, ita ut infinitis pcraclis fpiris in certo quodampunc- 
to tanquain centro convolvatur, quod pundtum ex hac conftruc- 
rione invcnirc dinicillimum videtur. Non cxiguum ergo analy- 
fis incrcmentum capere cxiftimanda erit , fi quis methodum in- 
venirct , cujus opc , faltem vero proximc , valor horum intc- 

gralium fds (in. ^ Scfds cof. aflignari polfet, cafu quo 

s ponitur infinitum ; quod Problema non indignum vidctur, in 
quo Gcomctra: vircs fuas excerccanr. 

J3- Sit 



■ — - - 
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JJ. Sit Q44=:Hy & cum fit 
ss s % s* s x * s r * 

fin - ii^* 5 " - lip + ,. 3 .3 4.i*" ~''*-.-7* 7,+&C - 

cof - n — rii» + rrr-'- -rn^r- +&c - 

coordinatar x Sc y curva? quaefitae commode pcr fcries infiniras 
cxprimi potcrunt: erit enim 

j* s 7 /** s li 

* ~ 1.2.3.7** + 12.3 4 5 ^'° i.2....7.i^' 4 + &C * 
$' s' i" - 

' — 9 \ rirn* **■ 1.2. 3.4.9*' i.2.3...f.i3^ ,i " h ; 

cx quibus feriebus vehemcntcr convergentibus , nifi arcus s af- 
fumatur valde magnus , valores coordinatarum x & y vero pro- 
«ime fatis expedite detcrminari poffiint. Vcrum cujufmodi va- 
lores x & y acquirant , fi ponatur arcus / infinitc magnus, cx his 
feriebus nullo modo concludi poteft. 

54 Quoniam igitur pofitio infiniti loco s facicnda maxi- 
jnam parit difficultatem , huic quidem incommodo fcquenti 

tnodo rcmedium afferri potcft. Ponatur £j = v > ut fit/ = 

Wv, crit ds = tp. fictquc,x = -^/4- fin - v > & 7 = 

— frft co ^ v * Nunc autem dico valores debitos pro x & y , fi 
ponatur / = m , inventum iri ex his fbrmulis intcgralibus , 

» — 7« v^ + V(S+3 -vci^T) +&c -> cof - ,/ ' 
fi po(> integracioncm ponatur v — - *- , denorante w angulum 
duobus rcLtis a?qualem. Hoc ergo modo pofitio infiniti qui- 
d^m evitatur, contra vero fcrics infinita 

— 77 — \ — r -f- lf ^ 1 . ; — &c. in calculum intro- 

ducitur , cujus fumma cum adhuc larcat, rcfolutio hujus nodi 
maxima; adhuc difficultati eft obnoxia. 

M m 3 55> Tra- 
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jj. Tradira jam methodo inveftigandi cunraruratA cujuf- 
ntiamfn^ S uc laminx elafticar, fi ea ab una vi in dato loco applicata 
tlattiMin follicitcrur ; convcnfet quoque curvaturam apluribus, imo infini- 
f2$ti!« tis pofcntife lamina? elafticx indu&am indagarc. Quoniam ve- 
viribtu ro nondum conftat , cujufmodi cxpreflio his cafibus futura fit 
qwAim. vc i mnx i m3 ve i m inima ; mcthodo utar tantum dirc&a , quo 
jZlJtlu ex ipfa folutionc fortafle proprictas ea , quar cft maxima vel mi- 
nima crui queat. Sit igitur lamina elaftica, naturaliter re&a, in 
rig- iS. ftatum A m M rcdada, primum a viribus finitis F & f^fecun- 
dum dirc&ionesCE &CF intcrfc normales follicitantibus , tum 
vcro a viribus infinitc parvis fingplis laminae elementis m/* ap- 
plicatis , & fecundum diredtiones m p & ra q illis C F & C F pa- 
rallelas trahcntibus ; quibus pofitis rcquiritur natura curva: AmM 
larainx indu&a». 

55. Suraatur recla F C A produ&a pro axe, ponaturAC 
=f, & vocetur abfcifla AP— x, applicata PM=;, arcm; 
curva? AM=/, & radius ofculi in M = R. Sit elafticitas la- 
minae abfoluta conftans — Eii; atque fumma momcntorumcx 
omnibus viribus follicitantibus refpc&u puncli M ortorum arqua- 

lis cflc debct Primum quidcm a vi flnita F in directfo- 

ne CE trahcnte oritur momentum = F(c -+-*), in eam 
plagam agcns qua vis elaftica arquilibratur. .Momentumautem 
cx altcra vi Q_ortum, ncrnpe Qjrin contrariam plagam tcndit, 
cx quo ex viribus finitis F & conjun&im oritur momentum 
F( f + .v) — Qj. Jam confidercrur quodvis elementum la- 
mirkx intcrmedium rn^, cujus rcfpondcns abfcifla Ap ponatur 
. t=- £ , & applicata pm = n , fit autcm vis elementum m/t. in 
dircc":ionc mp urgcns = <//>,& vis urgens in dire&ione mq 
= dq ; crit momcntum ex his viribus pro pundo M ortum = 

(x — Cjr — Od f . 

57. Ad fummam ergo onrmium horum momentorum inve- 
nicndam , pundum M , ac proinde x & y , tantifper pro conf- 
tantibus haberi debcnt, dum folar coordinatar £ & »? cum viri- 
bus dj> & dq lanquam variabiles fpe&antur. Erit ergo fumma 

momen- 
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momentorum a viribusarcum Am follicitantibus ortorum t= X f 
—JXdp — JP i ubi f cxprimit fummam omnium w» 

rium arcum AM in dire&ionibus applicatis pm parallclis follici- 
tantium , & f fummam omnhim virium arcum A m in directio- 
nibus axi Ap parallelis follicirantium. At cft J%dj>= (p — 
ffdt, & fqdf — nf — fij dm unde fit fumma momcntorum 
cx viribus arcui Ara applkatis ortorum ~(x — £)t>+fpd£ 
— (7 — n)f — fl&n* Promovcatur jam pun&um m in M 
ufque, fietque C— x * 1 —} , & d£ = dx atque d^—dj; nnde 
fumma omnium momentorum per totum arcum A M fuinpro- 
rum erit —ffdx — ff dj. Quocirca obtinebitur pro curva 

qua-fita harc arquatio = P ( # + x ) — Qj +J/"t* — fq dj , 

ubi ergo f> exprimit fummam omnium virium verticalium fcu in 
dire&ionibus applicatarum M P agentium , & f fummam om- 
nium virium horizontalium feu in dire&ionibus MQ^axi AP 
parallelis agcntium per totum arcum AM. 

j8. Si fbrmula fdx & f dj intcgrationem non admittant, 
tum arquatio ihvcnta per dirTcrentiationem ab his formulis inte- 
gralibus iiberari dcbebit , unde habebitur ifta a?quatio : 
— Ekk<i< — pv>. — QJj + pdx — f dj. 

Sin autcm ncc f ncc f per cxpreflioncs finitas exhibert polfinr 
quippe quat jam exprimaftt fummas infinitarum virium infinite 
parvarum , tum pcr ulteriorcm differentiationem valores finiti f 
& q cxtcrminari dcbcbunt, ut tantum infint df & df cum dif- 
ferentio-difTcrentialibus ddf & ddf. Orietur autem, poft pri- 

mam dufercntiationem , — Ekid. ^^- = ^—(^+5) x 

d. i£ — ^2 df. Sit ^ = * , eritque dcnuo arquationc dif-'- 
fcrcn t tata : 

— EHd;^^==d.p---2df~- U d. £ 

flux jrquatio ad dirTerentialia quarti ordinis afccndtt. 

59. Sint- 



28o d e c v x r 7 S 

59. Sint lamina? , loco potentiarum verticalium 8c horizon- 
talium /& ej , in fingulis punctis M applicata? duae potentiae, al- 
tera r.ormalis MN =■ d%> & altera ungentialis MT = ^/. 

Hinc crit dp = + ^'*, f =*£-.^ f &, 



cb dj = a,dx & ds =dx ^(1+*« ), habcbitur 4> = 



vv + _-.> 

+ trfnr—^ = 7^4: — 5— 7?r-\ : q^us in 
^VC *+**!> 7 v^C I +«») VO+aw) 1 

prsccd. §. aquatione ultima fubftitutis, provcnict fcquens a?qua- 
tio, 

— **** jft — v(i+*«) + V(i+W +V ^ (l+< ^ X ^- * 
<ju_- multiplicata per +&>*■) fit integrabilis : pofito enim, 



brcvitatis gratia, * = » ^ x , rcperietur intcgraie, |« 

_r ^ 1 ^Ct+a»-) . jriz/'-**'0+--) _ * . i _£_ > 

— *** < -__~ * i*f-VO +«.) + *M* 

Cum verofit *= — 0 ^;/*'* . eth,- = ^' f 
quo loco du valorc fubftituto , habcbitur : 

ob dx \/ ( x + __) = -'/. Quocirca acquatione ordinata , 
pro curva quatfua orictur ha?c arquatio 

60. Primum quidem manifcftum cft, fi vis elaftica Ekk eva- 
r.cfcat, la.ninam tranfmutari in filum perfc&e fkxile; atquehinc 
in his arquarionibus continentur omnes curvae , quas hJum per- 
fccrc flexilc a viribus quibufcunquc follicitarum rormarc poteft. 
Sic fi filam a propria gravitatc tanturn deorfum follicitatur , crit 

<f = °, 



Digitized by Google 



t Z A S T 1 C 1 « »8* 

j =o, 8c p exprimct pondus fiinis AlA. , eritquc crgo 

= = conftanri, fado P = o, quae eft arquatio gcncralis 
pro omnis gcncris Catcnariis. Sin autcm filum perfc&e flcxile, 
in fingulis punclis, ar virjbus quarum dire&iones funt noima'cs 
ad ipiam curvam follicitetur , ita ut in punfto M filum follici- 
tctur fccundum dire&ioncm MN, vi = </v; ob f = o, erit 

=^=conftanti, quar cft proprictas gcncralis curvarum 

Velariarum , Lintcariarum , omniumque in quibus hujufmodi fol- 
licitationcs locum habcnr. 

6i. Ad laminas elafticas autem rcvertor, de quibus mox ifta »«■"« 
quarftio prae ceteris notatu digna fe offert, cujufmodi figuram £££ 
accipiat lamina claftica proprio ponderc incurvata. Sit AmM thjtief* 
hxc curva quae quarritur , & quia folar vires vcrticalcs a gravita- ggj 
tc ortar urgcnt , fict P — o , Q_= o , q = o , & / cxprimet 
pondus laminar A M. Quare fi F fit pondus laminae longitu- 

dinis a ; quia lamina uniformis aflumitur , crit / = - ; undc 

curvae natura hac cxprimetur arquatione ^^ = lLiZ t Sic 

amplitudo curvas / -j- = » , crit R > & dx = fin. *; 

undc , fumpto clemento ds conftantc , rcperietur squatio 

sds fin. * + ^y^- J?~° > <J U * autcm,quantum primoin* 

tuitu patct, ultcrius reduci nequit. 

6i. t Inprimis autcm notari merctur curva, quam fluidumal- 
titudinis quafi infinitar laminar elafticar inducit. Sit AMB fi- F *»* 
gura harc quar qua:ritur, & pofito A P = x , PM=;, AM 
= / ; clementum Mm in direclionc normali MN urgcbiturvi 
ipfi ds proportionali ; unde crit dv = »ds, 3cdt = o. Hinc 
orietur vis vcrticalis df=ndx , & horizontalis^y =-— »dy, 
ex quibus ftatim fir / = »x & <] = — /*; > idcoquc in arqua- 

tionc prima fiet^=P(f + x) — Qy + ±»xx + { »))* 

Eulcri <*> Afc*. & Mi». N n Coor- 
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Coordinatar vero x & y ita quanritatibus confhntibus augeri 
diminuivc poflimt, ut arquatio pro curva hujufmodi raciem 



n 

quirat xx 4- yy = A 4- -. Haec autcm «quatio fi multipli- 
cctur pcr xdx 4- j 4jl , fict intcgrabilis > tft enim / xd * ~*~ y/iy 

= ^ — ' Hancobrcm, poft intcgrationcm confUntibus 

mutatis, prodibit OoH-tf)* = ;*(** +#) + B Sl±^ZJLil2 
+ C.S\t^(xx+yy ) = y=z*z;crkx=szj( i — 
«indc ^* — = ^=^, & * = y^- + > 

Ergo pofito v(l ^l Mt<) == Jr, crit *♦ — — C =» 
Bzzdr t «_-•„. , <f« . . „ 

TT^M^^V hincque ' r — ^(T^HD ' ' • • • 
= u« — ^ — c/; ' Curva hxc crgo • 

fi fuerit /4=o & C=o, crit algcbraica; habebitur cnimhafC 
Au zzdz izzdz 

intcgratadat Afin. * = iAfin. p-, feu = 3« — 4** 

sss ^ — '* undc harc rcfultat arquatio *'=3*'jrrx — 4*'/; 
,. feu, ob X.Z. =xx+yy } harc x* 4- *x*y x + 3**/ 4-/' 

jjjSf" 63. Ex his ctiam motus ofcillatorius laminarum dafticarum 
rw iutni. utcunquc ad motum comparatarum definiri poteft : quod argu- 
mentum profe&o digni/fimum primum cxcolcrc coepit Vir Cc- 
rum. leb. Danul Bernoulli, mihique, jam ante complurcs an- 
nos, Problcma de ofcillationibus laminx* elaftica, altero termino 
parieti firmo innxae dctenninandis propofuit, cujus Solutioncm 

cxhibui 
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exhibui in Comment. PetropoL Tomo VII. Ex hoc autem tcm- 
porc, cum mihi commodius hoc Problcma traftare contigit ; 
tum ctiam pcr commercium cum Celcb. Bernoullio plu- 
tcs acceflerunt aliar quarftiones & confiderationes . quarum cno- 
dationcm, ob materiar affinitatem, hic adjungam. Quando autem 
motus vibratorius eft iatis promtus , tum fimul a lamina vibrante 
fonus editur , cu/us tcnor ac rclatio ad alios , ope do&rinar dc 
fonis, cxhis principiis detcrminabitur. Et quoniam fonorum in- 
dolcs facillime ad experimenta revocatur ; hoc ipfo confenfus 
calculi cum veritate explorari, atque adeo Thcoria conflrmari 
potcrit : quo pido , cognitio noftra circa naturam corporum 
elafticorum non parum amplificabitur. 

54. Primum autcm moncndum eft , hic tantum circa ofcilla- 
tioncs minimas quarftionem inftitui ; atque adco intcrvallum , 
per quod lamina inter ofcillandum excurrit, effe quafi infinitc 
parvum. Neque vero , hac limitatione , ufus & applicatio quic- 

Ediminuitur : non folum cnim ofcillationes , fi pcr majora 
ficrcnt , ifochronhmo deftitucrcntur ; fed etiam fonorum 
ftorum formatio , ad quam hic potiffimum fpc&amus , mi- 
nimas ofcillationcs requirit. Confidero igitur hic primum lami- 
nam elafticam uniformem naturaliter rcftam , cujus alter termi- 
nus B pavimento immobili firmiter fir infixus, ita ut lamina fibi n g , a9 . 
reli&a fitum tcncat re&urn BA. Sit hujus laminar longitudo 
AB = 4, ejufque clafticitas abfoluta in fingulis locis = Ekki 
ab cjus vero pondcre vei mentem revocamus , vel infixioncm 
ejufmodi ftatuimus , ut cjus ftatus a gravitate turbari ncqueat. 

Jam iamina haec a vi quacunque impulia vibrationes pe- LtofcU. 
ragat minimas , circa ftatum naturalem BA utrinque excurrcn- Jjjjjj" 1 
do per minima intervalla Aa. Sitque BMa ftatus quifpiam, ti,>jv** 
quem lamina inter ofcillandum tenet ; quiquoniam infinitc pa- a!ttroter ' 
rum tantum diftat a ftatu naturali BPA, rectar MP, Aa fi- rom/fe*. 
mul reprxfcntabunt via» , quas laminar puncta M Sc a percur- 
runt , vel potius har re&ae aa* vias veras rationcm habcbunt a ra- 
tione arqualitatis infinite parum difcrepantem. Ad motum au- 
tem ofcillatoriiun determinandum , abfolute neccftc eft naturam 

N n a curvar 
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curvar BMa; quam lanvna inter ofcillandum induit , nofTe. Slt 
igitur AP = x, PM =/, arcusaM = /, & tadius ofculi 
in M= Ri & intervallum minimum Aa = t ; atquc , ex 
condtttone memorata, erit arcus / proxime arqtialis abfcirt* x, 
ac proinde pro ds fumi potcrit dx: prar dx cnim cvancfcct dj. 
Et cum, pofito dx conftantc, fit gcncratim radius ofculi = 

, crit prafenti cafu ./?=-—-; nam curva BMa con- 

dxddy * ddy 

vcxitarcm axi B A obvertit , cV quia lamina in B muro firmiter 
eft infixa , crit reda A B tangens curvar in ruinfto B. 

66. His pofitis, tam ad naturam curvar BMa quam ad ip- 
fum motum ofcillatorium determinandum , fit f longitudo pen- 
duli fimplicis ifochroni : ofcillationes enim minimas eflc ifochro- 
rias , cum natura rei declarat , tum ipfe calculus inftitucndus 
monftrabit. Acccleratio crgo, qua laminar pun&um M vcr- 

fus P urgctur, crit = ^ = y . Qiiarc fi mafla totius Iami- 

nar ponatur = A/, quar per cjus pondus cxprimitur; eritelc- 

mcnti Mm — ds*=zdx mafla = i undc vis motrixelc- 



mcntum Mm in dire&ione MP follicitans cnt=^-^r^i fio 

quc vircs^quibusfingular laminar particula? ad motum a&u cien- 
tur , innotctcunt , cum cx ipfa curva B M a , tum cx longitu- 
dine pcnduli fimplicis ifochroni / Quoniam vero lamina a vi 
claftica rcvcra 3d motum incitatur ; cx hac cognita viciffim 6c 
natura curvar BMa, & longitudo pcnduli fimplicis ifochroni 
dctcrminabirur. 

6j. Qiioniam ergo lamina perinde movetur # ac fi fingulis 
ipfius clcmcntis Mm in dire&ionc MP vircs cffcnt applicatar 

= * i fcquitur, fi laminar fingulis clcmcntis M m in dircc- 

tionibus contrariis Mt arqualcs vircs applicarcntur , la- 

minam in ftatu BMa arquilibrari. Hinc lamina inrcr ofcillan- 
dum candcm curvaturam fiibibit, quam induercc quicta, fi in 

fingu- 
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fingulis punftis M follicitarctur viribus M *f* - u* direGionibus 

Mt. Pcr rcgulam crgo fupra$. 5 6 invenram, colligantur om- 
nes hx vi.rs per arcum aM appiicatar, atquc prodibit fumma 

= fjdx t qua? ibi in locum ipfius») fubftitui dcbct. Qyarc 

cum \i;es reliqux F, Q, Sc qua? ibi habebantur, cvanef- 

cant j natura curv« cxprimctur arquatione =jydx: undc 

habebitur ~& = — r fdxfjdx. Cum vero fit fl == 'f- , 

cnt \ t ■ = —.faxfjdx; 6c diflercr.tiando ——7- = —7 

«-»: aj' • d \ aj 

•xfjdx: dcnuoquc dirTcrentiando prodibit ifta sequatio dirTercn- 
tialis quarti ordinis. Ekkd*j = *LlA* . 

6%. Hac crgo stquationc & natura curva? B M a cxprimitur, 
& ex cadem, ft ad cafum oblatum accommodetur , longitudo f 
detcrminabitur ; qua cognita, ipfe motus ofcillatorius innotcfcct. 
Ante omnia autem hanc arquationem intcgrari oportet : qua* cum 
pertincat ad id ccquationum difrercntialium altiorum graduum 
gcnus , cujus integrationem gcneralcm exhibui in Mifcell. Berol, 
Volumine VII, hinc fequens xquatio integralis reperictur , 

poncndo brcvitatis crgo^^/=* 4 i prodibit fcilicet 

X * 

Ac~+Bc T + Cfin.~+I7cof. — , 
vbic dcnotat numerum cujus logarithmus hypcrbolicus eft= 1; 

& fin. - & cof. * denotant finum & cofinum arcus= - in clr- 

c c c 

culo , cujus radius = 1 , afTumpti. Tum vcro A , B, C, & D 
funt quatuor conftantes arbitraria* per quadrupliccm intcgratio- 
ucrn introduftar , quas ex accommodatione caJculi ad prarlcntcm 
cafum definire oportct. 

69. Dctcrminatio autcm conftantium fcquenti modo inftirue- 

Nn 3 tur. 



lt6 D * C V * f 1 s 

tur. Primum pofito x = o, ficri debctj = h ; hmc ergo ori- 
tur ifta arquatio , h = A + B + D , quar cft primd. • 

Secundo,cum fit ^L/ — fdxfydx ; fa£o x = o , ficri 

£ fin. — £ cof. ^ : undc oritur ha?c arquatio fecunda , 
o = ^f + B — Z>. 
Tcrtio , cum fit^-J =fydx > pofito x = o , fimul -j^- 



cvanefccrc debct: quia crgo crit-^-? = .^* * — * 



— Ccof. - +X?fin. - : prodit arquatio tertu , o= A — 
B — C 

Quarto autcm , fi ponatur x=*, applicata y cvancfcit , un- 



— a 



dc obtincbltur arquatio fturt* , o = .4 < * + Bt * -j- C fin. - 
+ D cof. — . i 

e 

Quinto , quia AB cft tangens curv* in pun&o B ; faclo 
x=4,fieri dcbct ~ = o : undc prodit a?quatio qninta , 

_f_ — JL 

o = y4* c — 5* <+Ccof.~ — i?fin. — . 

c e 

ff Ex his crgo quinquc aequationibus, primum quatuor conftan- 
tcs A,B, C, D dcfinicnturj tum vcro, in quo cardo rci 

verfctur , dctcrrninabitur valor ipfius *= % i cx quo 

longitudo pcndulifimplicisifochroni/clicicturi quo ipfo,dura- 
tiones' ofcUlationum cognofcentur. 

70. Ex arquationibus fccunda & tcrtia , conftantes C & D 
tx%A & B ita definientur , ut fit 
C=A — B, & D = A + B. 

. qui 



I 
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qu! yalorcs in arquationibus quarta & quinta fubftituti dabunt 
o=Aec+Bc « + {A— ~)fin.- £ +(/*+B)cof.-f 

o=Ae^—Bc ~+Cl-B)cof. -^ — (A+B)Cm.- e ; 
cx quibus eruitur» 

— jj — « 

* +fin.- -cof.- e 7+cof. -+fin. - 

« c C C £ 

B ' « _ 4 

r * + fin.- + cof. - t « + cof.-- — fin. - 
c c c 

undc obtincbitur harc arquatio , 

a ~— a 

0=2 + («7+f ~) Cof. — , 

c 

■za a 

feu * ~ cof. — 4- 2 i* + cof. — = o , 

c c 

quaedat* c -~ ~ !_£.. Cum igitur * c fit quanti- 

cof.— 

tas affirmativa, cofinus anguli ~ erit negativus; ideoquc an- 

gulus rc&o major. 

7 i. Ex hac aequationc intclligitur dari infinitos angulos 
quxfito fctisfacientes, ex quibus infiniti divcrfi modi ofcillatio- 
num ejufdem bminc oriuntur. Curva enim m uno piunbuive 
punclis axem AB fccare poteft , amcquam in B axem rangat ; 
ex quo cjufdtm lamin* plures, imo infmiti , oicillandi modi 
«que funt polfibiles. Cum igitur hic inprimis conremplemur 
cafum , quo B primum cft pundum , ubi lamma ab axe A a 
tangitur; huic cafui fctisfcciet nunimus angulus -j atquationem 

inven- 
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inventam refolvcns; qui angulus cum fit re&o major, ponatuf 

-~ = i » +9i exiftcnte <P angulo rc<fto minore. Hinc , 

obfin. 1 = cof. <p, &cof. ~ = — fin. <p, obtincbitur duplcx 
arquatio , 

e 7 i +"cof. 
lin. <p 

qux prsebet , vcl <r~ = tang. J <p, vel e ' = cot. { 0, quarum 
poftcrior minorem dabit valorem pro angulo <p; quat ergo ad 
cafum propofitum erit accommodata. 

7«. Sequentcs poffibilcs ofcillationum modi reperientur, fi 

pro ~ ponantur anguii duobis rectis majores,tribus vero mino- 
res. Sic pofito - = J *■ — <p , erit fin. — = — cof. <p,& cof. i 

c c C 

wm— fin. <P; undc fit<7 = j + coCO ^ fw f vcl ,7 ^ 

lin. <p 

tang. | <p , vel * e = cot. £ <p. Simili modo alii ofcillationum 

modi reperientur, ponendo -i-=£a- + <p;~=f,r — <p,&c. 

Ex quibus omnibus , fi fumantur Iogarithmi hypcrbolici, orien- 
tur fequentes arquationes : 

t 4 * + <p = /cot. I <p; II. -f- <p = /tang. £cp; 
III. — <p = /cot. |<p; IV. £*r — <p=/tang. I <p; 
V. £,r+<p=/cot. |<P; VI. £t + <p=/tang.{ <p; 
VII. ^ — <p = /cot.-i<p; VIII. \ic — <p=c/tang. i <p; 

lcc. 

Harum autem arquationum tertia congruit cum fecunda ; pofito 
cnim [ <p = i x — £ 0 , ut fit cot. { <p = tang. £ 0 ; tcrtia tran- 
fit in i t+ 6 = / tang. l 0, qu* cft ipfa fccunda. Simiii mo- 
do quarta congruit cum prima : tum quinta & oftava intcr fe 

con- 
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congruunt ; atque fexta cum fcptima. Quamobrcm fcquentes tan- 
eum prodibunt atquationes divcrfar : 

I. L x + Q = l cot. i $ 

II. t * + 0 = l tang. J 0 

III. * w + 0 = / cot. 4 $ 

IV. t w 4- <p = / tang. I 0 

V. * 4- 0 = / cot. 4 0 

VI. £ *■ + 0 = / tang. i 0 

&c. 

72. Logarithmus autcm hyperbolicus tangentis vel cotangcn- 
tis cujufpiam anguli reperirur, fumendo logarithmum Tabula- 
rem , indeque auferendo logarithmum fmus totius, atque refi- 
duum multiplicando per 2, 302585opay$?4; qui labor ut fublc- 
vetur denuo logarithmis uti convenict. Sit u logarithmus hy- 

J>erbolicus tangentis feu cotangentis anguli { 0 , qui quaritur ; 
iimatur ex Tabulis logarithmus ejufdem tangentis corangentif- 
ve, qui logarithmo finus totius multatus ponatur =t/. Cum 
crgo fit* =2, 3025850925^4x1'; crit, fumcndis logarithmis 
vulgaribus , 

/0= lv + 0,3*22 xjcTg8eT. 
Hodogarithmo invcnto , cum fit u = * -f Q, crit lu = 

/ ( — v -f- 0 ). Ad hoc evolvendum, anguJus 0 in partibus ta- 

dii cxprimi dcbet , quemadmodum & * codem modo cxprimi- 
mr, dum eft !T = 3, 14x5^25535 , ac propterea .... 
£*-= 1,17079632679. Angulus autem Q codcm modo ex- 
primetur, fi is in minuta fccunda convcrtatur, atquc ab hujus 
numcri logarithmo fubtrahatur conftanter 5*3144251332; fic 
cnim prodibit / 0 , cx quo ad numeros regrcdicndo vaior ipfius 
0 eruitur. Erit autem conftantcr pro unoquoque ofcillationum 

genere — = * = — *■ -f- <?. 

74. His circa calculum inftitucndum monitis, per approxi- 
Eglcri De Max. Mt*. Q o matio- 
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mationes valor anguli <p pro quovis ofcitlarlonum genere tion 
difficulter eructur. Tribuendo enim pro lubitu ipfi <p valores ali- 

quot, & per calculum dctcrminando > & -^- *-+<p, &/ i tp. 

mox valor ipfius <P prope vcrus cognofcetur. Quod fi autem 
habcantur limites anguli <P utcunquc remoti, ftatim invenientur 
limitcs propiorcs , ex hifquc tandcm vcrus valor ipfius <p. Sic 

pro arquatione prima -~ = [ir-\-q) — i cot. i <P , fequentes li- 

mires anguli <p crui 17', 26', & 17°, 17', cx quibus pcr fi> 
qucntcm calculum vcrus valor ipfius <P obtinebitur. 



(P = 17% 16*. O* 

in min. fcc. = 62 760" 

log. = 4, 7P7^8ap34P 
fubtr. 5 , 3 1442 5 1331 


17%*/, °' 

62820* 
4>7°8op7P3H 
5, 314425 1331 


/ <P = p, 4832578017 
<p = 0, 30426^0662 
£*■ = t , 57070*32*8 


^,483672798^ 
0,30455^^545 
1, 5707963268 


<P = 1, 8750653P30 


i,87535^ l 8i3 


= 8%43',o' 
*cot. j <p = xo, 814403410P 

v a 0, 8144034100 

— 5>>9io83P583P 
add. = 0,3622156886 


10, 813P81P34* 
o,8i3p8ip34* 
p, P106147660 

0, 3622156886 


l» = 0, 27305527*5 
v = 1, 875133154° 


0. 2728304546 

1, $74262667? 


diff. -f* 1677610 


— 10^36138 



Ex his crgo utriufque limitis erroribus concluditur fore 0 = 
17****** 7* 1 ^.&*»+**fa»7=io7°,a<s' > 7»^|. Cum 
vero in minutis fccundis fit <D = 62767,^8» crit 

/0=? 



Digitized by Google^ 



Z L A i T I C I S. %9l 

10 = 4> 7*773815*5 
fubtr. = 5, 31442513?» 

^,48331301^^ 
ergo0 = 0,3043077545 
add. { tr = 1, 5707063^8 
— bbb 1,8751040813 

quo Jnvento, crit ~ = tang. i<J> = 0,1 53 3 3 00524. Reperitur 

crgo ratio conftantium A & B, cx quibus & ratio rcliquarum 
conftanrium C 8c D ad illas cognofcetur. 

75. Reftnt adhuc prima arquatio b = A+B + D , quar , 
ob D = 4- J5 , abit in b = i A+ 1 B , ideoque A -\- B 

= £ cum ergo fit ~ = tang. ± 0, fiet £ ( 1 + tang. [<p) 

& B = 2+2 tang.^ ' Undc cx * • = 

o, r J3 335*0624 fingular arquationis conftantcs fcquenri modo 
determinabuntur : 

A tang. i <p p, ~53339o5t4 

* * ( 1 -f- tang. i <p ) »,3055781148 • 
- ~ 1 1 , 000000000 0 

T " a(i H- tang. i <p) »,30557812487 
£_ __ — i + tang. j < p __ — 0,84^09375 

* 2 ( 1 + tang.j» 0) 2,30^6781248 
= l j tan ^ I S i, 15 33300624 

* ' a ( i -t-tang. ^ <p) 2, "3 05678 1248* 

quibus invcntis, natura curva? aMB, quamlamina interofcilte 
dum induit , hac exprimetur xquatione 

2.= 4 , f + * ,~ 7 + £ fa. « + i> coC «.. 

76. Qiiod autem ad ofcillationum velocitatera attinct, c* 

O O 2 CX 
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cx squatione — = 1,8751 0408 1 3 cognofcctur. Ponatur 
vitatis gratia : * = 1 ,87fi°4°8i3 ut & 

Et cura fit c* = E ^:f f , ubi — cxprimit gravitatem 
fpecificam laminar, 8c Ekk elaftidtatem abfolutam ; eo mo- 
do, quo haftcnus fumufus,erit d*~n*. Ekk. -^./, ideo- 

quc f =a lf . -jjrr • "~ > ex 4 U0 lo n g itu d° pcnduli fimplicis 

ifochroni tcncbit rationcm compofitam ex quadruplicata longitu- 
dinis laminje , fimplici gravitatis fpccificjr , & invcrfa elafticita- 
tis abfolutar. Sit g longitudo pcndult limplicis fingulis minutis 
fecundis ofciliantis, ita ut tit£ — 3 , icxJi 5 pcd. Rhcnani; quia 
durationcsofcillationum funt in ftibduphcan r.i>'onc pcnd.tlorum, 
tcmpus unius ofcillationis a lamlna noltra e aftica raftx, crit =3 

S-/ fccund. = v/ 1 . -r • — » unt *c numcrus ofcilla- 
tionum uno minuto fccundo editarum crit = — V £• E k k. 



~ ■ , qui numerus exprimit foni quem lamina excitat tenorem. 

Soni ergo a diverfis iaminis elafticis uno termino muro infixis 
editi erunt in ratione compofira fubdupiicata elafticitarum ab~ 
folutarum dire&e, inverfa fubduplicata gravitatum fpecificarum, 
& inverfa duplicata longitudinum. Quare fi duac Lamina: elaf- 
tica? tantum longitudinc differant, erunt foni reciproce ut qua- 
drata longitudinum ; fcilicet lamina duplo longior cdet fonum 
duabus odavis graviorem. Corda autem tenfa duplo longior 
fonum una tantum o&ava graviorcm cdit, fi renfio maneac ea- 
de:n. Ex quo patet fonos laminarum clafticarum longc aliam fc- 
qui rationcm, atque fonos cordarum tcnfarum. 

77. Quod ad naturam curvar aMB ultra terminos a & B 
continuatx attinct, primum quidem paret curvam ultra * divcr- 
gendo ab axc B A continuato progrcdi. Pofito cnim x nega- 
tivo fiet 

» 
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y = Be<+Ae * — Cfin. - + D cof. - . 

Hic jam omnes tcrmini funt affirmativi, quia fblus coctficiens C 
ante obtinucrat valorcm ncgativum ; undc dum crefcitx, etiain 
t crcfcerc dcbct , quia numcrus J5 major eft quam A ; atquc 

adeo tcrminus Bc* pra-valet. Quam primum autem - valo- 



rcm faltem mediocrem cft adeprum » tum Ifte terminus Bc ' 
tantopcre crefcit , ut reliqui tcrmini prar eo qua(i evanefcant. 
Ob candem rationem , quia curva? in B radius ofculi non cft 

= oo ; cft enUn ^A&=: — .fdxfjdx; curva in Bnon habebic 
K *f 

puniftum flcxus contrarii, ideoque ad eandcm axis A B partem 
ulterius progrcdietur ; au&a autcm ablcifla x uitra AB = j, 

X 

tum primus terminus A e e mox tam fit magnus, ut reliqui pr* 
eo pro nihilo rcputnri queant. 

78. Hic igitur cft primus oil illarionum modus inter illos in- 
rmmerabiles, ad quos eadem lamina fe componcre poteft. Se- 
cundus modus in figura reprxfcntarus quo lamina in B fixa axem *%< 2Ti ' 

AB in uno pundo O trajicit , dcducetur cx arquatione -^- = 

* x-r-4> = / tang. £ 4>, fcu hac \ * <t> =/cot. {<p — ~. 

Hic per nonnulla tentamina inveni angulum <$> contineri intra 
hos limites, i°, *' , 40* & 1% 3', o*, cx quibus ut antc vcxua- 
valor ipfius <P cructur. 



*94 
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0 = i% a' 4 ->° 
inmin. fcc. = 37°"°* 
log. = 3 575i8784fo 
fubtr. = 5 31441 51 3} 2 


i",3',o* 
378o' 

3. 5 774:> T 799_ 
5, 3144151 ^2 


/<p = 8, 260762 7 1 18 
<j> = 0, 0182289944 
s ir = 4 71*3889804 


8, 2630666666 

0,018315957» 
4.7123889W 


4- = 4- »4»WW° 

4 0 = 3l',20* 

icot. = 2,0402552577 

IV BB 0,30P6845055 

add. 0. 26221*68^6 


4 6940630233 

3i',3o v 
a,o3795"74y 

O, 3O9I93774O 
0,362iI56K86" 


lu = 0,6719001941 

« = 4, 6-9786 13391 
--L = 4,6941599860 

c 


0,6714094634 
4,69*55599*4 

4,6940630233 


Error + 37 OI 353* 


15070309 



Ex his erroribusconcluditur vcrus valor anguii 4> = i # , 



1000 



787 ^ 
1000" 



Cum igitux Oc 



4> = 3774, «3* crIc 



l<p = 3,5768264061 
fiibtr. -==_5,j 14425 133*_ 
8, 2624012729 
= 0,0181979000 
= 4,7123^89804 

±- = 4, 694°9 i°79J 

c 

Sonus crgo lamina? priori modo ofcilLintis erit zd fonum cjuf- 
dem iaminar hoc modo vibrantis , uti cft quadratum numcri 
1, 875 10408 13 ad quadratum numcri 4,6940910795. h°c cft 



« 
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ut i ad 6 y i66%9i > fcu in minimis numerisut4 &d if, feuut 
i ad 6 f f . Undc fonus poftcrior crit ad priorcm duplex oftm 
cum quinta & cum hcmitonio fcre. 

79. Pro fcquentibus ofcillationum modis ejufdem laminse elaf- 
ticae , quibus lamina inter ofcillandum axem AB in duolms 
pluribufvc punftis intcrfccat , fit angulus <p multo minor. Sic 
pro tcrtio modo habctur ha?c xquatio \ sr -f- <J> = / cot. I <p 

= ~. Cum crgo fit e x * "** = cot. x <P> ob <P angulum 
c 

vchcracnter parvum , erit x **" ^ = e* * ( 1 4- <p -f-i 4- 

Hinc crit proximc e x x = — i idcoque<J> =2/ ,&pro- 

pius <p = i— j undc erit — = r*--i , 2 ' ■ i 

i-K< i5r ' +■ 2 

qui poftcrior tcrminus cft quam-minimus. Simili modo pro 

quarto ofciliationum modo, ctit proxime ~ = £ *■ — te * , 

& ita porro : ob hos altcros tcrminos cvancfccntcs , ipfius 

■> 

— valorcs crunt |x, J / * , &c. qui co minus a vcritatc abcr- 

rabunt, quo ulterius progredicntur. 

80. Confidercmus jam laminam elafticam nufquam fixam , Dt ^j^. 
fed libcram vel plano politiffimo incumbcntcm , vd remota gra- thmitta 
vitate, in fpatio vacuo verfantcm. Facilc autem patct hujuf- Jjjj^*^.. 
modi laminam motum ofcillatorium rccipcrc poffe , dum lamina bcr*. 
acb fcfe incurvando altematim cis & ultra ftatum quietis AB ri t- zu 
excurrir. Motus igitur ifte ofciilatorius fimili modo , quo in 
cafu pnecedente , definiri potcrit , dummodo calculus dcbito mo- 
do ad hunc cafum accomtnodetur. Sic igitur acb figura la- 
minas incurvata quam inter ofcillandum obtinet, at ACBfic 
fitus cjufdem lamina? in ftatu aequilibrii, pcr quem in quavisof- 
cillationc tranfit. Ponatur, ut antc, longitudo laminar AB=<f, 
cjus ciafticitas abfoluta ~J$fk t atquc pondus fcu_ malfa = M. 

Dcindc 



i$6 DECU*rJ3 

Dcinde fit abfcifia AP = *, applicata PM =j, areus aM 
= /, qui cum abfcifla x confundctur ; ica UC ftatui queat ds 

—=zdx; ex quo radius ofculi in M orietur = = ~> S£t 

autem porro applicata prima A a = b. His pofitis, ratiocinium 

ut ante inftituendo, ad eandcm pctvenietur scquacioncm ^ = 

81. Si igitur ponamus jjjr^ — ubi / ut ante expri- 

•mit longitudinem penduli ilmplicis ifochroni ; habebitur , intc- 

rgrando, pro cuVva hxc axjuacio 

— — * 
j = Ae** + Be c + Cfm. — + D cof. — i 

c c 

qux ad prarfentem cafum ita accommodabicur, Primo, fi pona- 
cur x = o ; fieri dcbec j = £ ; unde fit 
l> = A + B + D. 

c* ddy 

Sccundo, cum fit = fdxfjdx ; pofito x = o . 

fieri dcbct «^fjr = o , undc prodit 
o = + B — D. 

Tcrcio , cum fit =fjdx, pofito x ssa o ; fieri quo- 

quc dcbet^,- = o , undc nafcitur ; 
o — A — B — D. 
Qiiarto, li ponatur x = *, evanefcere dcbct fjdx . fcu 

i^i proptcrea quod fjdx exprimit fummam omnium virium 

laminam in dire&ione ad axcm A B normali trahcntium , qux 
fumma fi non effct = o , ipfa lamina motu iocali promoverctur, 
contra inftitutum; crit ergo, obhanc rationcm, 

p = Ae~ — B* Ccof.~+ Dfm. 

Quinto 
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Qmntdi quia lamina in extremitate B eft liberl.ibi eurvatu- 
ram nullam habcrc potcrit; eritquc idco, pofito x = 4, quo? 

quc y-? = o i undc erit 

6~A<<+Be * — Cfin. * — D cof. — . 

G C 

His igitur quinquc conditionibus in computum duftis , non fa- 
lum quatuor conftantes C & dcterminabuntur ; fcd 

ctiam fradtionis — valor reperictur j cx quo proinde longttudo 

penduii fimplicis ifochroni / innotcfcet. 

82. Ex harum srquationum fecunda & tertia, obtinetur 
D = A-i- B , & C = A — B , qui in fequentibus fubftitu- 
ti prarbebunt 

m — « 

ea^< — Ifc 2 — (^— B)cof. — +(^ + fi)fm. — 
* ~* * 

o = Ae c + Bt < -~(4-±B) fin. 7 — C4+£)cof. 7 ; 

ex quibus rcperitur : 

— a —a^. 

. e ' — cof. — — fin. — -e * -— fin. — +cof. — 

A __ C C __ c c_ 

B * J ' 

*7 — cof. - + fin. - --fin. - — cof. - 

C C C " c 

cx qua aequalitatc ciicitur ifta «quatio 

a_ - « _ x ± fin. -7 

o = :-r cof. - — e "cof lifcu^ 1 



cof. fi- 



undc fcqucntcs formabuntur arquationes 

Eulcri De Max. & Mm. P p 
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I. — = i» — 0 = / tang. i <p, quar dat — = o; 

pro fitu lamina; naturali 

II. ~ = Jx — <p = / cot. i<p 

III. = { r + 4> =/ cot, i0 

IV. — = 3>— *=/eor.i <P 
c 

V. -J-==f r +0 = /cot. {<p 

VL-£ = fr — 0=/cot.i 9 
&c. 

8}. H.i? arquationes iterum indicant innumerabiles ofcillatio^ 
num modos , in quorum fccundo lamina femcl tantum axem 
AB interfccabit , in tcrtio bis , in quarto ter, in quinto qua- 
tcr, & ira porro. Ex quibus intelligitur modos fecundum , quar- 
rum , fextum 8cc. ad prarfchs inftitutum non efTe accommodatos. 
Quoniam enim in his numerus intcrfeftionum cft impar ; lami- 
nar fitus intcr ofcillandum in fecundo foret talis, qualem Figura 
2 } repratfentat , in quo quamvis fumma virium follicitantium pcr 
cotam laminam evanefcat , tamen ab iis lamina circa punctum 
medium C motum rotatorium acquireret : quia vires utrique 
femifli aC & bC applicatas ad eundem lamina; motum rotato- 
rium inducendum confpirarent. Quam ob caufam, cum om- 
nino motus rotatorius excludi debcat , figura hmina? , quam in- 
tcr ofcillandum induit, ita debet cfle comparata, ut non folum 
Tit.ii. virium follicitantium toti lamin» appUcatarum fit —o, fcdetiam 
■ut earum fumma momentorum cvanefcat ; quod obtinetur fi cur- 
va in punclo mcdio c, diametro cC fit prardita. Quod evenit 
ficurva axem A B vel in duobus, vel in quatuor, vel gcneratim 
in punetorum numero pari fircet; ex quo xquationes rertia , 
quinta , feptima &c. Solutioncs tantum convenientes prarbebunt. 

$4. H*c ipfa iimitatio in ipfa Problematis propofitione 

con- 
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tontenta reperietut, fi ejufmodi tantum eurvas admittamus , 
quar re&am C c habeant diametrum , feu in quibus valor ipfius 
y prodeat idem , fi loco x fcribatur 4 — x. Ponamus crgo in 
«quationc gcncrali * — x loco x : atque prodibit 

)—Ac~c "c + Be ~<< + Cfin. *.cof - — C cof. -.fin. - 

c c c c 

+Dcof. -l.cof.^- + D fin. -.fin. & 

C C 6 0 

qua? cuffl congrucrc debeat cum «quatione 

* — f. 
y = At c + Bt » + C fin. — + D cof. - 

* C C 

fict At < = £, C(i+cof. i)= Pfin.^-,& Cfin. J- 
= 2? ( x — cof. -~ ) j quarum duac poftcriorcs congruunt. 

Cum ergo fit ~ = c c , hoc valorc cum iuperioribus com- 

parato prodibit : 
— - . — f 

« » — cof. fin. —= i -c T cof. — + 1 < fin. — 

c c c c 

i + cof.-+fin.— x+fin-4 cof.— 

fcuc < = 7 ; = - = c — 

_ x4-cof.-7-fin.- cof. — x — fm. -^- 
c c c c 

* i — fin.— 

8y. Erit crgo «• = -i- ; ficquc in arquatione 

cof. — 

c 

* i. + fin.— 

prius invtnta c c = - i fcmuTis tantum/caiuumfu* 

cof — 

C 

pra exhibitorum , fcilicet ii qui funt numeris imparibus , pra> 
icns Problcma rcfolvcnt. Quarc cum prima asquatio contincat 

Pp i lami« 



» 
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lamlnar fta? i: m naturalcm , omncs ofcillationum modi In fcqucn- 
tibus acquationibus contiricbuntur i 

I. ±. = £ * + 4> = / eot. { <J> 

II. — =>*+<*>=/ COt. | <J> 

* m -f=^* + <?> = / cot.i<p 

&c. 

j£quationum crgo harum prima prsbebit primum eumque prin- 
cipalem ofcillandi modum » pro quo vaior anguli 4> timtii modo, 
quo fupra, pcr approximationcm reperietur. Limitcs autcman- 
guli <J> mox colliguntur cfte I%o', 40" dr i # , i',o", cx quibu* 
per fcquentem calculum verus ipfius <P valor cruitur. 



4> = 


x°,o',4o" 




feu 


3640* 


3660" 


log. = 


3» 561101383$ 


3, 5634810854 


fubtr. = 


5,314425153* 


5, 314425133* 


14> = 


8, 24667625*4 


8. 2490559522 


4> = 


0, 0176472 180 


o,oi7744i8«7 




4, 7122889804 


4,712388*804 


■ 


4,730036-1*84 


4>73 OI 33i6ii 




30', »0» 


30', 30" 


V = 


*.°H34*474i 


2, 051*62648« 


Iv = 


0,3126718453 


O, 3 12 16945 IO 


add. 


0, 3612156886 


O, 3622156886 


/* = 


o, 674888533P 


O, 674385I3J?<5 


# = 


4> 73o>5>83543 


4, 7248186037 


Error. 


+ 6"3*34i j 


+ 53145574 






636HI 




duT. 5*500233 



Hinc 
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• 

Hmc intelligitur verum valorcm ipfius <P non intra iftos Ii- 
mites contincri, fcd aliquamulum efle minorcm quam i*, o', 
40*. Nihilo vcro minus is cx his crroribus rcpcrictur. Sit cnim 
4>= i°> o',4o" — n n ; eritao*: 5250^233 =V: 636341; 

undc reperitur n = — ^ , ita ut fit 

10000 

4>=,-,o', 3 p Z!#. 

1 1 0 IOOOO 

Cum crgo fit <p = 3639, 7576* «*« 
/4> = 3,5510724615 



fubtr. 




ilii±4iH3Ji. 
2466473283 
4> = O) o 1 7646042 8 
l * = 4, 7M*88fg--4 

1 

-7= 4> 73 00 3J°*3* : 



4* = 

' v > &/= f M v -y- Undc parl modo numcru$ 
ofcillationum ab hac lamina uno minuto fccundo editarum, erit 

= 77 Ekk ' ii » CJtift ente £ = 3* H**f pcd.Rhen. 

Quod fi crgo cadcm lamina , nunc altcro tcrmino B muro in- 
fixo , nunc libcra ad fonum edcndum incitetur , erunt foni 
inter fc ut n n ad m m , hoc eft ut quadrata numerorum 
!> 875io4o8i3 & 4> 7300350232 , hoc cft ut 1 ad 6» 
363136. Ratio ergo horum fonorum erit proxime ut.11 ad 
70 : horum crgo fonorum intcrvallum conftituet duas o<5tavas , 
cum quinta & hemitonto. Sin autem pofterior lamina libcra du« 
plo longior capiatur quam prior £xa , intervallum fonorum erit 
fcrc fcxu minor. 

I7. Invcnto hoc valore fraftionia ~ i «quatio pro curva, 

P p 3 quam 



?0 _ bxcvxris-. 

quam lamlna intcr ofcillandum format , ha&enus IndctetmlnaU 
potcrk determinari. Cum cnim fic 



a i — fi n .— i — fin. — 

c~ = S,eriti? = -4*0=^—5 

cof f- cof A 

co£<f + fin.-5*— 0« cof. -~,*D=A + B 
= .4(cof.~~fin.-i + i): cof. -^.JameiU^^+B 

+ 23 = z J?= a ( cof. fin. ~7 +I ) : cof - T 5 uruIc fit 

*cof. — f(t+fifc — - cof. — ) 

= ! = 

%(coi— — fin. 4 + i ) 4 un. — 

J(i — fin. — ) *(— i+fm. — +cof.~ ) 

B — C SBB -— 

a(cof.~- fin.-f- + i) 4fin- -7 

f ( _ I+fin . _i + cof. -*■) *(i— cof.^-) 

■ ( cof. — — fin.— + 1) » fin. -7 

» £ fin. — 

z>=4 == — 

t On. — 

c 

His fubftitutis oritur hsc atquatio 1 -f = 

f T c of.-f.-|_, ^i-fin. f) ri-cof.-^)fin.^ + fin.tcof.^ 

"»( j — fin. -7 + cof. -7) 2 fin. y- 

88. Quia autcm re£a Cc cft curvat diameter, ponatur abS. 
ciiTaapuncio medio Cfumpta CP=*, crit x = i *. 

Unde 
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. T , c -- — —JL, — i — fin. — 
Unde fitr c =t?»fr f = e * - L ^ 

cof.-f 5 

* « cof. 4- * _ - i 

c c^cctf L iCX quo erit + *« f „ 

• - J _ 

( fC + < < ) vW. -f i— fin. -) f7 + , r 

* c 



e c ' 



2(ei~c+e *f) 
Tum vcro crit ( i — cof. -£ )6n. ~ + fin. -f cof. = 

fin. f + fin. *=r ( t - f >+&. ( £ + f ) 

= _ fin. ~ cof. 7- ; quibus fubftitufis , oritur hzc *quatio : 



- % 



* r 77 ' ^ 0 * cft forma fim 

qua natura curvr' aMcb exprimi poteft : manifeftum autctn 
«ftjfivc * fumatur affirmative, five negative, eundem cffe pro- 

diturum valorem applicatse j. £ft VC ro *T7 + /"* 77 
a cof. ~ 

y cof Invenimus autem angulum f __= _ 71 % 0 % sp^. 

8p. Si jam ponatur r = o f prarbcbit ^ valorcm applicarjc 

_ r i sj cof. ~ 
Cc; erit ergo —i-i = c - + — !__ feu 

- * aco£^- cof.-^- Aa 



3 o4 i> e cy* r * * 

i+Vcof ~ 

= ^-={fcc. f + i fec. ± «coC f: At cft 

*cof.-f 2c ac 

cof. ~- = fin. i% o', 39+ & cof. ~ = fin. 45*, 30', ip^. 
C c 

Hinc reperitur = o, 5078 1 y. Dcindc fi ponatur 7 = 0, 

rcpcrientur punOa E & F quibus curva axcm intcrfccat. Erit 
ergo 



x — * COi*. — • *- — <» 2 Cof. 



c< + e < = »o=* 7, 

ex qua per approximationes reperitur 

C E A E 

. cA=o,jji58y,& ^ = 0,448315. 

Dum ergo Iamina ofcillationes peragit , haec pun&a E & F ref- 
tabunc immobilia; ex quo hujufmodi motus ofcillatorius , qui 
alias vix adtu produci pollc videatur , racile produci poterit. Si 
enim lamina in pun&is E & F hoc modo dcfinitis figatur , tum 
perindc ofcillabitur ac fi penitus en*et libcra. 

90. Si eodcm modo tra&etur arquationum fupra mventarum 

fecunda -~- = ^j- + <P = / cot. <p ; quo quidem cafu rcpc- 

rietur proxime 4> = o; tum prodibit fecundus modus, quo la- 
mina Ubera vibrationes abfolverc potcft , fecando fcilicet axem 
A B in quatuor pun&is 1 ideoque lamina perinde ofcillabitur , 
ac fi in his quatuor pun&is cflcc fixa Viciffim ergo , fi lamina 
in his quatuor pundtis , vel eorum duobus tantum quibufvis fi- 
gatur ; tum, eodem modo ofcillabitur ac fi eflec libera; fonum 
autcm edcc multo au&iorem ; quippe qui ad fonum prxceden- 
tem modo cditum rationem tcnebit fcre ut 7* ad 3*, hoc eft, 
intervallum crit duarum o&avarum cum quarta & hemitonii fc- 

mifle. 
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miflc. Tertius ofcillandi modus, quo eft -~ = KJ- r -f 4> 

l cot. 4> , habcbit fcx curvar acb intcrfcctiones curn axe AB; 
fonufque edetur plus una octava cum tcrtia minore acutior » 
huncque fonum lamina edct fi in duobus tllorum fcx punctorum 
figarur. Hinc patct quam varii foni ab cadcm lamina , prout 
in duobus punctis diverfimode figitur, cdi qucant; & nifipunC- 
ta bina, quibus infigitur, congruanf cum intctfcctionibus inmo- 
do primo , vel fccundo , vel tertio , atquc .idco ofcillationes fc- 
fc ad modorum aliquem fcqucntium , vcl ctium ad infinirefi- 
mum componant , tum fonum forc tantopcrc acutum , ut perci- 
pi omnino nequeat , feu quod codcm rcdit , lamina motum of- 
cillatoriura prorfus rcciperc non poterit; vcl faltcm, inftarcor- 
dx vibrantis, cui ponticulus ita fubjicitur ut partcs nullam inter fe 
tcncant rationcm rationalcm, fonus minus diftin&us producetur. 

90. Infixa nunc fit Iamina claftica in urroque tcrmino A & Kg- »*• 
B j ita tamcn ut tangcntes curvar In his pun&is non dcterminen- ^^*" 
tur. . Ad hunc fcilicet cafum in experimcntis producendum , li- lamin* 
mtnaE in utroque tcrmino infigantur tenuiflimi aculci A«,BC, tl *fl ,c * 
qui parieti infixi rcddant Iaminx cxtremos terminos A 8c B im- tamim A 
mobiles. Ad motum ofcillatorium hujus lamina* elaftica? invef- «* 
tigandum , ponatur , ut ante , daftkitas abfoluta laminae = 
Ekk , longitudo AB & pondus = M y atque longitu- 

do pcnduli fimplicis ifbchroni =/ Sit A MB figura curvili- 
nea, quam lamina intcr ofcillandum induit, ac ponatur abfcffTa 
A P = A M = x , applicata P M —y , & radiu* ofculi in 
-M = /?. Sit porro P vis, quaoi aculcus A« fuftinet in di- 
rc&ione A * , & quia vis , qua elerrcntum M m in dircclione 
Mt* urgcti dcbct quo lamina in hoc ftaru confervetur , cft 

_ A/ ^* ; pfit , pcr Rcgulas fupra dckriptas , xquatio pro 
curva hic 



v jff**ff** 



Eft vero R = — jj^ ; quia curva verfus axcm cft concavaj 
Euleri De Max. cr Min. Q.q undc 
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unde fic =lLfdxf,dx — Px. 

Fa.fco crgo x — o , eric radius ofculi in A infinitus, ideo- 
que ddy — o* 

5?i. Si hxc.xquatio bis diflferentietur; prodibit eadcm aequa- 
cio, quam pro cafibus prarccdentibus invenimus, 

af J 

Quod fi ergo ponatur Qjj^£==st+ S erit*quatio integralis 

«= Ae* + fl« c + Cfin. - + 1? cof. * . 

Ad quam dcterminandam, ponatur x = o , & quia fimul j cva- 
-oefcere dcbct , erit o = A + B + £>. 

Secundo, ponatur x = 4 , & quia pariter ficri dcbet ; = o,cric 

_a — * 

o=Ae'+Be * + C fin. ~ + D cof. - . 

c c 

Tertio, quia jj~ evanefcerc dcbet, pofito & *=o 8c 
X=4, fict 

a — _a_ 

o = A+B—D,6co—Ae< +B* c — Cftn.--.Dcof. -. 

C C 

Jam arquationcs o=^ + B — D & o = + B + .D 
dant £>= o, & B = — j qui valores in reliquis duabus 
acquationibus fubftituti prarbent 



— • 



0== A{c — e <)+Cfin.^,&o=^(<<-* f j-Cfin.yj 

quibus fatisficri nequit, nifi fit A = o y quia non poteft cffc 
a_ — ___ 

e ' = e < , practcr cafum - = o ; tum vcro eife dcbet 

C 

Cfin. 7" = o. Hic cum nequcat poni C = o , quia motus 
ofdllatoriu* forct [nullus , erit fin. -j = o , idcoque vd 



0 
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•i-=r,vel ^=4«:, &c. undc itcrum infiniti diverfi ofcil- 

lationum oriuntur modi , prout curva A MB axcm vcl nufquam 
pr*ter tcrminosA & B fccat, vcl in uno,vel in duobus, vd in 

pluribus punftis; uti colligitur cx xquatione y — Cfin. 

Pun&a intcrfc&ionum autcm quotcunque fucrint , arqualibus in- 
tcrvallis intcr fc diftabunt. 

91* Cum igitur pro primo ac principali ofcillandi modo fit 

-~ = r, crit c*=Tr+xEtkx~ x/, undc fit 

/*= ^>X X ; Quarc rationc longitudinis laminar, fo- 

ni iterum tcnebunt rationem reciprocam duplicatam longitudi- 
num. Sonus autem hujus laminx hoc modo editus fe habcbit 
adfonum ejufdcm lamins,fi altero tcrmino B muro eflct infi- 
*a, uti ad quadratum numeri 1, 8751040813,110« eft ut 
a, 807041 ad 1, feu in numeris minimis ut 57 ad 160 , quod 
intervallum eft oSava cum tritono ferc. Si ofcillationes fc ad 

fecundum modum, quo cft =2«-, componant; fonus fict 
duplici ocl«va acutior ; fin fit — = 3 * , fonus acutior flet tri- 

c 

bus o&ivii cum tono majore , quam cafu quo -^- = & ita 

porro. Quae quo ficilius ad expcrimenta revocari qucant ; no- 
tandum eft ofcillationes hic quam-minimas poni , ita ut nulla la- 
minae elongatione fit opus. Quare, nc renacitas laminx, qua 
etiam minimar extenfioni , fine qua ofcillationes ifta? peragi ne- 
queunt , rclu&atur , hk altcrationem afferat ; cufpides illa? ita 
dcbcnt conftitui, ut tantilla cxtenfio non impcdiatur : quod eve- 
nit fi plano pohWimo incumbant. Sic lamina elaftica AB in A 
& B cufpidibus A • & B G munita , fi culpides Ipeculo impo- 
nanrur , fooura calculo confbrmcm cdet. 

Q,q * 4* 



r 
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JSreJai*. 94. Hoc cafu cxpediro; iftam dc laminis elafticis traftotio- 
'iZ^ rcm c ^ a ^ ,r motus ffaHatorius lamina: elafticar, utroque termi- 
titjbcs no A & B muro infixx, ita ut inter ofcillandum pun&a A & B 
trrmhm non ^°' um u 130 "™ immota,' ftd ctiam re&a AB pcrpctuo fit 
farhuin. tangens curvx AMB in punftis A & B. Hic ergo iterum 
fef- cavcndum cft, ut obices tcrminos AfcB comprehendentes non 
iig ' 2J * fint adco firmi ', fed tantillam extenfionem quanta ad curvatu- 
ram requiritur, permittant. Quxcunque ergo fint vires in ter- 
minis A & B ad laminam continendam rcquifitse; ad fcqucn- 
tem pcrvenietur acquationem difFcrcntialem quarti ordinls Ekkfj 

= ^jjjd** > cujus, fi ponatur <\ integralis erit 

ut fupra , 

y — Ae> -f Bt < + Cfin. — + D cof. A 

' c c 

55. Conftantes A, B, C, & D autem ita debent efTecom- 
paratz , ut pofito x = o, non folum j cvanefcat , kd eriam 
fiat <// = o, quia in A curva ab axe AB tangitur. Hoc 
idcm urrumque vero cvenire debct, fi ponaturx^*; undciftar 
quatuor atquationcs nafccntur. 

L • ss A + B 4- & 

II. o = A ■ — B + C 

III. 6= A** + Be c + Cfin.— +■ D cof. ~ 
IV; 0= Ae < — Bt ^4-Ccof.— — jDfin.— . 

C C 

Ex. harum a?quationum prima & fecunda oritur C= — A + B, 
& Z? = — — B, qui valorcs in reliquis duabus iubftituu 
dabunt 

a — a 

c = Ae< + Be ' — (/*— B)fin.- — (A+B)cot-?- 

n — a 

o = Ae < r—Be <■ — (^t— B) col f + ( -rf+B) fin. f 

quarum 
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quarum fumma ac duferentia cft , 

«^^+Bfin.f-^cof.-f ,fcu4 = -f- 

cof. — — e * 

— m t c co f. _£? 

• = Be v ^fin.^-Bcof.-l,feu-4= • - 

fin. — 

• — o 

undc fit a = ( e • + e < ) cof. - , fcu 

« r + fin. — '- 

c~ = — 

cof.-i- 
c 

Qu* «quatio, quia congmit cum ca, quam $. 81 InvcnU 
mus, fcqucmes Solutioncs numero infinitar fatisfacicnt : 

I. — ~ | x — ep = / cot £ <f> 

n. -j- = ' t * + $ — i cot. i 4> 

III. -1 = — 4> = /cot. i $ 
&c. 

jpe». Harum azquationum primac iatisfieri nequit, m(i fit <p =-. 
90*, idcoquc — - = o , undc primus ofcillandi modus orhur; 

ex equatfonc -y + — l cot. { <P j quar cum jam fu\ 

pra fit tra&ata, erit -— = 4, 73 003 jo 1 3 2. Quamobrem lami- 

na claftica, cojus uterque terminus parieti infixus tenetur, perin- 
dc vibrationes fuasperaget, ac fi eiTet omnino libcra. Harc 

Qq 3 autcm 




log. cot. { <P , atque lamina axem A B inter ofcillandum in um> 
pundto intcrfecat , in lamina. libcra fui parem non habct ; tcr- 
tius autcra modus laminar utrinquc infixa; congruct cum modo 
fccundo laminat libera?, atque ita porro. 

97. Hxc duo poftrema ofcillationum genera, ob cauiamal- 
latam, non congrue per expcrimenta explorari poflunt : primu m 
aurcm non folum ad cxpcrimcnta inftituenda maximc eft aptum; 
fcd etiam adhiberi poteft ad elafticitatcm abfolutam cujufque la- 
mina» propofitx , quam pcr Ek k indicavimus , invcftigandam, 
Quod fi enim fonus notetur , quem hujuiinodi lamina altcro 
tcrmino muro infixa cdit , eique in corda confonus cfficiatur , 
flmul numerus ofcillationum uno minuto fecundarum editamm 

cognofcctur. Qui fi «qualis ponatur cxpreflioni Ekk. 

ob numerum n cognitum , & quantitates g , 4, &c M per 

dimenfiones inventas, rcperietur valor exprefiionis Etkificquc 
rlafticitas abfoluta innotefcit ; quat cum ca quam fupra cx, io 
curvationc rcpcrirc docuimus , comparari potcft, 
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ADDITAMENTUM II. 

Dc motu projcciorum in mcdio non rcfijicnte, per 
Mcthodum maximorum ac minimorum 
dctcrminando. 

i. i""XUoniam omnesnarura? cffcdus fequuntur quandammrw 
V^/ ximi minimive legcm ; dubium cft nullum , quin hv 
lineis curvis, quas corpora proje&a, fi a viribus quibuscunque 
folUcitentur , dcfcribunt , quarpiam maximi minimive proprietas 
locum habcar. Quamam autem fit ifta proprietas, cx princi- 
piis metaphyficis a priori deflnire non tam facile videtur : cum 
autem has ipfa curvas , ope Methodi dire&ar , determinare li- 
ceat ; hinc, debita adhibita attentione, id ipfum , quod in iftis 
curvis cft maximum vel minimum , concludi poterit. Spc<fbui 
autcm potiflimum debet effeclus a viribus follicitantibus oriun- 
dus j qui cum in motu corporis genito confiftat , vcritati con- 
fentancum vidctur hunc ipfum motum , fcu potius aggrcga- 
tum omnium motuum qui in corpore projecfo infunt, mini- 
mum efle dcbcrc. Qiuc conclufio ctfi non fatis confjrmata vi- 
dcatur,ramcn, fi eam cum veritate jama priori nota confcnti- . 
rc oftendero , tantum confcquerur pondus , ut omnia dubia quat 
circa cam fuboriri qucant penitus cvanefcanr. Quin-etiam cum 
ejus veritas ruerit evi&a, facilius crit in intimas Narurar legcs 
atque caufas finales inquirere i hocquc aflerrum firmiflimis ra- 
lionibus corroborare. 

2. Sit mafla corporis projecU = &f , cjufque, dum fpatio- 
lum = ds emctitur , celcritas dcbita altitudini =v; erit quan- 
titas motus corporis in hoc loco = M v 7 v\ qu* pcr ipfum 
fpariolum ds multiplicata , dabit M ds y/ v motum corporis 
colU#ivum j>cr fpatiolum ds. Jam dico lincam a corpore def- 

criptam 
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curva ita erit comparata, ut in ea fit/V/ +gx) minimum. 
Ponatur dj =/^x, ut fit ds = dx v 7 ( 1 +//), atquc mi- 
nimum elfedeber /^xV(<+|x)(i +/>/); qu* exprcffio cum 
fbrma generali /Zdx comparata dat 2 = \f( j +gx ) ( 1 +/p ) , 
quarc > cum pofirurn fit dz = Mdx + Ndy + F^/, crit 

y=o 3c F= y ^±^j L Qoia crgo valor diffcrentialts 
eft y — ^ i0 by=o, fict prafcnti cafu </P = 0 , & 
F = ^C. Habebiturergo ^C=>f^==^^ , 
undc fit Cdx> + Cdj> = dj\M+gx). & 4 = v(«— c+% * 
quar integrata dat y — ~ V C(d~r-C+gx ). 

5. Manifeftum quidem eft hanc sequationcm eflc pro Parabo- 
la. At cjus confcnfum cum vcritatc attcntius confiderafle juva- 
bit. Primum ergo patet tangcntem hujus curvae eflc horizon- 
talcm, feu dx = a ubi eft d — C+£*=o. Cum igirur 
principium abfciflarum A ab arbirrio noftro pcndcat, fiimatur 
id in hoc ipfo loco, fictquc C= *; tum vero ipfe axis pcr hoc 
punftum curvar fummum tranfcat , ita ut , pofjro x = o , fiat 
fimul » = o. His confidcratis , arquatio pro curva crit hac 

j=av / — » quam non folum patct effe pro Parabola ; &d 

etiam, cum cclcritas in pun&o A fit v* 4, altitudo CA, cx 
qua corpus labcndo ab cadcm vi g follicitatum cam ipfam ac- 

quiric celeritatem , qua in puneto A movctur , crit = — ; hoc 

eft, quartat paramcrri parti xquatur; prorfus uti ex do&rinamo- 
rus proje&orum per Mcthodum dire&am mtelligitur. 

€ . Sollicitetur , ut antc , corpus ubtquc vcrticaliter deorfum, 
at ipfa vis follicitans non fit conftans , fed pendeat utcunque ab 
altitudinc CP. Scilicct pofita abfcufa CP = x, fit vis qua 
corpus in M deorfum nititur = X iun&ioni cuicunque ipfius 
*. Si crgo vocetur applicata PM = ;i clcmentum arcus 

Euicri <k Max. Rr Mm 
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M m = Js , &Jy=pJ* icritJv — XJ*, Scv^A +fXJx; 
unde miniraumeflc debethxc expremo/2fc v / (^+/**'0 (t+tfX 
cx qua pro curva dcfcripta AM obtinebitur harc arquatio . . 

V C ^ Jtl+Pt) <(A—C+fXdx) 3 x 

/■_.. _ — /• ^-^S Tangens crgo curvar crit ho- 

leu y — J \'(A — C+fX<x*) b D t 

zonralis ubi fX Jx = C— A. H*c vcro eadcm aequauo tra- 
je-toria? corporis pcr Methodum dirc-lam rcperitur. 
Eig. xi- 7.. Sollicitctur nunc corpus in M a duabus viribus , altcra 
horizontati = T fccundum dircctioncm MP, alrer* vcrticali 
= X fccundum directioncm M Q. Sit autem X Mncuo qu*- 
cunque rcdte vcrticalis MQ.-CP = x,& T hmaioquap- 
cunquc applicatac PM=> Pofrti* ergo ut amc dy---pdx, 
eAtdv ==—XJx — TJy , fierque v =- A - fXJx — 
fTJi\ unde minimum effe debct harc tVroula fJ* V( 1 + pp) 
(A—fXJx—fTJy). Diffcrenuctur V f 1 +//>(-* 
fXJx — fTJy), atquc prodibit . . ..... 

— xdx ji i+pp) rdvx/d + pp) 

V7(A=-fxdx--frdy) 2sf(A — fxd x --frdy) 

pApU A—fXA X —frdy) HinCpofito 

* — ^^A — fXdx—fUyy 01 r — V( 1 +775 
critpro curva qusefita ha?c acquatio o = _V — j- , fcu NJx 
,_ t_j. Cr — rd«4 (\ +pp) 

= « Hinc cr e° fic a w=7«i=!r577J 

jj/ Tj —rxdx— frdy) __P_xdx — /.r^r 

(i+wVc+MJ zvd+tpXA—fxdx—frdy ) 

t dpV(A—fXdx—frdy) _ XJv—rJx - 

Icu (i+pp) */(i+tt) W +ppj\4 — Jxdx — jrdy) 

**** H$,= A-f™*-h» - ^jr*?' 

veritati eflc confentaneam patebit, fi loco A—fXJx —fTdj 

ponatur 
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ponatur v, erit erum - * vd *— — X U T r d *. At eft 

radius ofculi r = — il+J *?' %i * . quo introdudo cft 
*J1 — IJjLrzJLAy . UD j c ft yfc corporis centrifuga , & 

rJ - X "^ t XAy exprimit vim normalem ex viribus follicitantibus 

ortam j quarum virium aequalitas utique in omni motu projec- 
torum locum habet. 

8. iEquatio autem inventa ^ll _ xd > — r i * \ tz ee , 

o. -rt jimuu aiucm invcnra /f — fxdx—fTJy B 

neraliter eft intcgrabilis, fi mulriplicetur P CT ^y^" ^**^ ; 

fiet cnim 3*44 _ tfXdx+rdy* _ 

( 1 +ftF * +PP 

qu* mtcgrata dat — — — ■ ' j^j — = C , feu 

/^V/ — f'PCJx = A+C+Cff, «nde,=$£+££> ; 

poHto B pro — w4 — C. Cum crgo fit / = , crk 

r K* + 7~7) = ^ yxcT7T~) 1 * quado pro cum 

quxlita , in qua variabiles x &y funt a fe invkem feparatx. 
Vel fi conftantes B &. C in negativas convertantur, erit 

f vT S^h7) =f «A J -W*> 
conftructio faeiiis habetur, tamcn aequationes algebralcar, quo- 
tics quidem in ipfis concinentur , non tam facile eruuntur. Sint 
X & T funcliones fimiles & quidcm potcftatcs ipfarum x & y , 

iM Ul Rtf Jr J' K =f „' X . ) 'i'""i"* i °> 

rfr b — y ) v(* — * ) 
fi „ - 1, prabet Parabolam; fin * — 2 » EUiplin ccntrum inC 
habcntcm ; ctii hoc cafu utraque intcgratio quadraturam Circuli 

Rr a rcquU 
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rcquirit. Vcrilimile crgo vidctur etiam aliis cafibus, quibus 
ncutra intcgratiofucccdit, curvas algebratcas fatisraccrc, quaruro 
autcm inveniendarum Mcthodus adhuc dcfideratur. 

Urgcarur corpus M pcrpctuo vcrfus punftum fixum fe- 
cundum dirc&ionem MC, viquarfit ut fun&io qu*cunque dif- 
tantix MC. Pofitis ut antc CP = *, PM = y, & dj = 
f dx; fit CM = v 7 (** 4- /) = *> atquc fit T ca ronaioip- 
fius / , quar cxprimit vim centripctam. Rcfolvatur h«c vis in 
latcralcs fccundum MQ.& MP, crit vis trahcns fccundum 

MCt= ~ i & vis fccunduro MP = ; cx quibus oritur 

accelcratio k =— - = - Tdt y ob 
ydj=$dt; unde Rtv=A — fTdt. Qijamobrem minimum 
elTcdebet harc cxprcffio fdxsj ( i + />/)( A —fTdt ). 
Jam » fecundum Rcgular pracccptum , differentictur quantitas , 
^ ( i+pp ) (A — fTdt ) , prodibitquc 

Td t>f(l + pf) , pdps/ (A fTdt) .. 

zV( a — frdt) *(i+rp) 

& p ___fJ^i=lLllL} . cx quibus cmcitur atquatio pro 

curva Ndx=-dP y quar prarbct * 

TyWd + /?_) « WM — fTdi ) p Tdt 

2tx/(A—fTdt) (i+pr)>?(i+p?) a <(i+PpX*— J Tdt) 

harcquc redudta abibit in iftam , 

T(xd y — y dx ) __ dp 

Ht(A — fTdt) l+pp 

10. Quamvis hatc sequatio quatuor contlneat littcns divcr- 
fas, tamen dcbita dcxteritatc integrari potcft. Cum cnim fit 

jdj+xdx^tdt==pjdx + xdx 3 emdx^^ecdj^ f ^ , 

qui valorcs ki arquationc fubftituti dabunt 

_(pxj- — _\__Tdt dp r Tdt dp(py+x) 

2(x+pyj(A--fTdt) i+pp* C V^r/rif) (i +pp)(px -y)- 
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Harum expicffionum utraque pcr logarithmos cft integrabilis , 

Cft e " m -f 2 (A — fTJ7) = — i 'C^— /WO > & 

/ - J *<*p £-, rcfolvitur in / / J^t K 

y (1 -rpps(P * — 7) ' f* — y *+M 

/ ita ut fit ry, c f „ . , = J. K i oua ar- 

quatione declaratur , celeritatem corporis in M , qua? eft — 
y/ {A — fTdt ), efle reciproce^ur pcrpendiculum cx C intan- 
gentem demuTum ; quat eft proprictas palmaria horum motuum. 

11. Hoc vcro idcm Problcma commodius rcfolvi potcft ip- 
. fam rcctam C M pro altcra variabili affumcndo. Vcrum Mc- 
thodus fupra tradita non' poftulat, ut ambae variabilcs fintcoor- 
dinata: orthogonales , dummodo fint ejufmodi bina? quantitatcs 
<]uibus dctcrminaris fimul curvar pun&um determinetur. Hanc 
ob caufam, non liceret diftantiam C M cum pcrpendiculo cx C 
in tangcncem dcmuTo pro binis iilis variabiiibus accipcre , quo- 
niam etiamfi detur & diftantia * ccntro & pcrpendiculum in 
tangcntcm , hinc tamen lbcus pun&i curv« non dcfinitur. Ni- 
hil autem impedit, quo-minus diftantia CM, & arcus circuli Fig. xS. 
B P ccntro C defcripti, in locum duarum variabilium fubftituan- 
tur > quia dato arcu B P, & diftantia C M curvac punftum M 
xque dcterminatur ac per coordinatas orthogonales. Hac ergo 
annotatione ufus Mcthodi multo latius cxtcndicur , quam alio- 
quin videri queat. 

iz. Sit igitur diftantia corporis a ccntro ,M C saa *, & vis 
qua corpus ad centrum C folliciratur fic = X fun&ioni cuicun- 
que ipfius x. Centro C, radiopro lubitu aifumpto B C = /y 
defcribarur ctrculus , cujus arcus BP teneat locum altcrius varia- 
bilis j, ita ut fit Pp = dy==pdx. Ex vi autem follicirantc efl 
dv= — Xdx , unde v=zsi — fXdx. Centro C , radio 
CM = *, dcfcribatur arculus Mn, erit mn=^x; &CP:: 

P p = CM : M n , unde fit M n = , & elcmentum fpa- 

tii Mffl= </x/( ^Tc" Ql iarnobrem roinimum cflc 

R r 3 dcbct 
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debetha-c formub/Vxv^ — /XW*)(i + ) , « 
qua oritur valor difterentialis ~ d. tl*£L±=z ilAlO qu i, 
per Rcguiam, nihiloarqua'is pofitus , prabcbii nanc jcquationem: 

* c^(a+;pxx) rr 
(A — /Xdx) ppx* , cx qua fic 

ccsj C « cc / C 

* *(( if —fXdx)** CUxx ) ~~ x V ( ( A — jXdx)xx — Oc) 

fcu </y = ccJ fj' ? ^ — r » qu* cadcm rqua- 

x y f \ /i j A d a j x x -'— C t c ^ * * 

tio etiam pcr Methodum diredam invenitur. 

13. Ex his igitur cafibus pcrfectiffimus confenfus principii hic 
flabiliti cumveritate elucet: utrum autcm iftc confenfus in cafi- 
btis magis complicatis locum quoque fit habicurus, dubium fu- 
pcrefle potcft. Qyamobrem quam late pateat iftud prin- 
cipium diligcntius eric invcftigandum , quo plus ipfi non 
tribuatur quam ejus ftatura permircic» Ad hoc explicandum , 
omnis mocus proje&orum in duo genera diftribui debcc j quo- 
rum alcero celcritas corporis , quam in quavis loco habet , a fo- 
lo fitu pcndct; ita ut, fi ad eundem fitura revcrtatur , eandem 
quooue fit recuperaturum ccleritatem ; quod cvenit , fi corpus 
vel ad unum vd ad plura cencra nxa trahatur viribus, quas fint ut 
fundtiones qujrcunque diftantiarum ab his cencris. Ad alterum 
gcnus rcfero eos proje#orum mocus, quibus cclericas corporis 
per folum locum in quo hacrct noo determinacur ; id quod ufu 
venic, vel fi cencra illa ad quar corpus follicitatur fuerinc mobi- 
lia, ycl fi motus fiat in medio refiftente. Hac fadta divifio- 
ne ; notandum cft , quotics motus corporis ad prius genus per- 
tincat , hoc eft , fi corpus non folum ad unum fed ad quotcunque 
centra fixa follicitctur viribus quibufcunque , tocics in mocu hoc 
fummam omnium raotuum clemencarium fore minimam. 

14. Hoc ipfum aucem poftulac indoles Propofitionis : dum 
enim > intcr datos tcrminos , ea quarrnur curva, in qua iit fdsyv 
minimum ; eo ipfp aflumitur, ceJcricaccm corporis tn utroque 

termino 
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rerrruno eandem efle , quarcunque curva corporis viam conftituar. 
Quotcunque autem fuerint centra virium ftxa, ceieritas corporis 
in quovis locoM, cxprimitur fun&ione determinata ambarum 
' variabilium CP*=x, & VM—j. Sit igitur v runctio qua> 
eunquc ipfarum x Sc j , ita ut fit dv=T 'dx + Vdj; atquc vi- 
dcamus, an principium noflrum vcram exhibiturum fit projec- 
toriam corporis. Cum aurem fit dv~ Tdx + Vdj; corpus 
pernde movcbitur, ac fi follicitetur in M aduabus viribus, alte- 
ra T in dircdtionc abfcuTis x parallela , altcra vero V in dircc- 
tione parallcla applicatis j , cx quibus orirur vis tangentialis = 

It+p, & vi$ normalis = -=ZKij±I^ . Debet autem, 
ex natura motus liberi , cfle ^ = — —Z±Tp 

r ds V.*+Pp) 

ad quam arquationcm fi Methodus maximorum ac minimorum 
deducat, crit utique principium noflrum veritati conforme. 

15. Cum igitur , per hoc principium, debcat efle fdx\'v(\+pp) 
minimum, duTcrentietur quantitas 1/v^i + ff^* atquc, ob 
dv — Tdx 4- Vdj , oxiciur .* 

Tix^d+Pp) VJvy/<e+p p_) pipy/ v 

2y/v ^ 2sv ^ v ( I + p f y CX 

obtinctur pro curva quarfiu fcquens arquatio , fccundum prav 
ccpta tradita , 

VJxV(l +pp) . . _pjv_ ^ _ipjv . pfr_+ v&) 

ZVv V(l +pp) (l » "** 2Mi+PP } 

fcu —JpJ* = T£ ix-~Vix ^ ^ fc u . 

M <'+tt^«^-+^ >, quifi ponatur^, erit 

y = y/^f^pl) 1 omnino uti pcr Mcthodum dlrcftam in-- 
vcnitur. Dununodo ergo vircs follicitantes ita fuerint compa- 
rat*, ut ca: rcduci queant ad duas vircs T & P,fecundum di- 
re&ones coordinatis x & y parallelas follicirantcs , quac fint ut 
fynaiorvi quaccunquc harum variabiliuai x &j 3 tum femper in 

airva 
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cur va dcfcripca crit motus corporis pcr omnia elcmcnta coIJc<5htt 
minimus. 

itf. Tam late ergo hoc principium patet, ut folus motus a 
refiftcntia mcdii perturbatus excipiendus videatur; cujusquidera 
exceptionis ratio racile perfpicitur , propterca quod hoc cafu 
corpus pcr varias vias ad eundcm locum perveniens non eandem 
acquirit cclcritatcm. Qiiamobrem , fublata omni refiftentia in 
motu ccrporum proje&orum, perpetuo harc conftans proprietas 
locum habcbit , ut fumma omnium motuum elementarium (it 
minima. Nequc vcro hxc proprictas in motu unius corporis 
tantum ccrnetur , fcd ctiam in motu plurium corporum conjunc- 
tim i quar quomodocunque in fe invicem agant, tamen fcmpcr 
fumma omnium motuum cft minima. Quod , cum hujufmo- 
di motus dirricultcr ad calculum revocentur , iacilius ex primis 
principiis intclligitur , quam ex confenfu calculi (ecundura utram- 
que Methodum inftituti. Quoniam enim corpora , ob inertiam , 
omni ftatus mutationi reluftantur; viribus follicitantibus tampa- 
rum obtempcrabunt, quam ficri potcft, fiquidem fint libcra f 
ex quo cfHcitur, ut, in motu genito, cftcctus a viribus ortus 
minor cflc dcbeat , quam fi ullo aUo modo corpus vcl corpo- 
ra fuuTent proreota. Cujus ratiocinii vis, etiamfi nondum fatis 
pcrfpiciatur ; tamen, quia cum veritatc congruit , non dubit» 
quin , ope principiorum (anioris Metaphyficar, ad majorem evi- 
dcntiam cvchi queati quod ncgouum aiiis, qui Metaphyficam 
profitcmur, rclinquo. 
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Ca p. VI. Methodus, intcr omncs curvas pluri- 
bus proprietatibus communibus gaudcntes, 
cam determinandi qux maximi minimivc 
proprictatc praedita fit, 22,7 

Additamentum L Dc.Curvis clafticis, 24$ 

Additamentum II. Dc Motu Projcctorum in 
medio non refiftentc, per Methodum ma- 
ximorum ac minimorum dctcrminando , 
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Tabula? omnes Figuramm ad calcem compingantur , vel duae 
priores poft paginam 244 inferantur > pofteriores tres ad calcem 
ponantur. 

II piacera les cinq Planches de Figures a la fin du Livre , ou 
bien, il mettra les deux premieres a la page 344 , & les trois 
dernieres a 1* fin. 
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